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З А Д А Ч И  
П О  Л И Н Е Й Н О Й  А Л Г Е Б Р Е .  
ЧАСТЬ 2

XIII. МАТРИЦЫ ПЕРЕХОДА

Определения и формулы

Матрицей перехода от базиса f  к базису g (обозначение Tf g→ ) назы-
вается квадратная матрица порядка n c элементами t jk , в которой k -й 
столбец сос тоит из коэффициентов разложения базисного вектора gk  
по базису f :

g t fk jk j
j

n

=
=
∑

1

.

Матрица перехода всегда невырожденная.
Формула связи координат вектора в разных базисах: если X f  и X g  – 

два вектор-столбца координат вектора x  в базисах f и g, то X T Xf f g g= ⋅→ . 
Формула композиции для матриц перехода: для трех базисов e, f и g 

выполняется соотношение T T Te f f g e g→ → →= .
В частности, T Tg f f g→ →

−= ( ) 1.

Примеры решения задач

Пример 1. Даны два базиса f f f= ( ) ( ){ ; , ; }1 22 1 3 2  и g g g= ( ) ( ){ ; , ; }1 25 2 2 1 . 
Найдите матрицы перехода Tf g→  и Tg f→ .

Решение. По определению матриц перехода

 T Fe f→ = =









2

1

3

2
, T Ge g→ = =










5

2

2

1
. 

Согласно свойству транзитивности для матриц перехода T T Te f f g e g→ → →= . 
Следо вательно, матрица Tf g→  является решением матричного уравнения 
FX G= . Так как матрица F невырожденная, решение можно найти, ис-
пользуя матричную формулу



 T F Gf g→
−= =

−
−







⋅







=

1 2

1

3

2

5

2

2

1

4

1

1

0−









.

Аналогично T T Te g g f e f→ → →= , откуда

T G Fg f→
−= =

−
−







⋅










1 1

2

2

5

2

1

3

2
==

−









0

1

1

4
.

Можно также воспользоваться тождеством T Tg f f g→ →

−
=( ) 1

.

Пример 2. В пространстве R3 своими координатами в стандартном ба-
зисе е заданы два других базиса 

f f f f= − −( ) ( ) −{ ; ; , ; ; , ( ; ; )}1 2 33 1 1 4 1 5 1 2 5 ,

g g g g= −( ) −( ) −( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 31 1 2 1 1 3 1 0 1 .

Кроме того, задан вектор х с координатами x f = −( )1 1 2; ;  в базисе f. 
Найдите его координаты xg  в базисе g.

Решение. Согласно формуле связи координат вектора в двух разных ба-
зисах X T Xg g f f= ⋅→ . Для вычисления матрицы перехода Tg f→  используем 
формулы Примера 1. Получим

F = −
−

−











3

1

1

4

1

5

1

2

5

, G = −
−

−











1

1

2

1

1

3

1

0

1

, T G Fg f→
−= = −

−













1

0

1

4

11

12

19

8

10

19

.

Тогда X T Xg g f f= = −
−












⋅→

0

1

4

11

12

19

8

10

19

1

1

2

5

9

23−












=
−
−
−












.

Пример 3. В пространстве R3 со стандартным базисом e второй базис f 
задан матрицей перехода Te f→ . Матричное уравнение A X Be e e⋅ =  в базисе 
е задает линейное многообразие Н. Задайте это многообразие матричным 
урав нением в базисе f, если

Te f→ =













3

2

1

2

1

4

3

2

2

, A Xe e=












⋅

1

2

3

2

1

2

3

1

1

, Be =













1

2

3

.

Решение. Согласно формуле связи координат вектора в двух разных 
базисах X T Xe e f f= ⋅→ . Подставим это выражение в матричное уравнение 
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A X Be e e⋅ = . По лучим A T X Be e f f e⋅ ⋅ =→ . Следовательно, искомое уравне-
ние A X Bf f f⋅ = , где

A A Tf e e f= ⋅ =












⋅→
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1
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1

1
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1
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1
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=












, B Bf e= =













1

2

3

.

Типовые задачи

1. В пространстве Rn со стандартным базисом e заданы еще два базиса 
f и g. Найдите матрицы перехода Tf g→  и Tg f→ .

а) f f f= − −( ) ( ){ ; , ; }1 22 1 3 2 , g g g= ( ) ( ){ ; , ; }1 20 1 8 5 .
б) f f f= −( ) −( ){ ; , ; }1 25 3 3 2 , g g g= ( ) −( ){ ; , ; }1 24 3 1 2 .
в) f f f f= −( ) −( ){ ; ; , ; ; , ( ; ; )}1 2 32 1 1 1 2 2 1 0 2 ,
 g g g g= −( ) ( ) −( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 33 5 3 2 0 2 4 1 3 .
г) f f f f= −( ) ( ){ ; ; , ; ; , ( ; ; )}1 2 33 1 5 1 3 2 1 2 2 ,
 g g g g= −( ) −( ){ ; ; , ; , ( ; ; )}1 2 33 2 3 33 1 4 1 1 .
Дополнительно.
д) f f f= ( ) ( ){ ; , ; }1 27 4 5 3 , g g g= −( ) −( ){ ; , ; }1 22 3 2 1 .
е) f f f f= −( ) −( ) − −{ ; ; , ; ; , ( ; ; )}1 2 31 3 2 2 3 2 3 2 1 ,
 g g g g= − −( ) − −( ) −( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 31 5 1 2 2 3 1 2 1 .
2. В пространстве Rn со стандартным базисом e заданы еще два базиса 

f  и g, а также координаты x f  вектора x  в базисе f  (или xg  в базисе g). Най-
дите координаты xg  вектора x  в базисе g (или координаты x f  в базисе f ).

а) f f f= −( ) −( ){ ; , ; }1 22 3 5 8 , g g g= −( ) −( ){ ; , ; }1 24 1 2 1 , x f = ( ; )9 4 .
б) f f f= ( ) − −( ){ ; , ; }1 27 5 3 2 , g g g= ( ) −( ){ ; , ; }1 22 1 1 3 , xg = ( ; )8 1 .
в) f f f f= ( ) ( ) −{ ; ; , ; ; , ( ; ; )}2 1 33 1 0 1 1 1 3 2 4 ,
 g g g g= ( ) ( ){ ; ; , ; ; , ( ; ; )}1 2 31 2 3 3 1 3 1 1 2 , x f 2 1 2; ;( ).
г) f f f f= ( ) ( ){ ; ; , ; ; , ( ; ; )}1 2 31 3 5 3 2 3 4 1 1 ,
 g g g g= ( ) ( ) ( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 34 1 3 2 3 2 1 2 1 , xg 2 1 3; ;−( ).
Дополнительно.
д) f f f= ( ) ( ){ }1 23 5 2 3; , ; , g g g= ( ) ( ){ }1 22 1 5 3; , ; , x f = −( )1 2; .
е) f f f f= ( ) ( ) −( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 34 0 1 1 1 1 3 4 2 ,
 g g g g= ( ) ( ) ( ){ }1 2 33 2 1 3 1 3 2 1 1; ; , ; ; , ; ; , x f 1 5 1; ;−( ). 
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3. Векторы x  и y  имеют в базисе f  координаты x f  и y f , а в базисе g 
координаты xg  и yg . Найдите матрицу перехода Tf g→ .

а) x f = ( ; )3 2 , xg = ( ; )0 1 , y f = ( ; )1 4 , yg = ( ; )1 0 .
б)  x f = ( ; )5 2 , xg = ( ; )2 1 , y f = ( ; )1 1 , yg = ( ; )3 2 .
в) x f = ( ; )1 2 , xg = −( ; )3 6 , y f = −( ; )2 1 , yg = −( ; )2 4 .
Дополнительно.
г) x f = −( ; )15 10 , xg = −( ; )3 6 , y f = −( ; )6 4 , yg = −( ; )3 4 .
д) x f = ( ; )1 2 , xg = −( ; )1 2 , y f = − −( ; )2 4 , yg = −( ; )2 4 .
4. В пространстве R3 в стандартном базисе e задано подпространство 

L. Задайте это подпространство с помощью СЛАУ в базисе f .
а) L L a= −{ ( ; ) }1 1 1 , f f f= ( ) ( ){ ; , ; }1 22 3 1 2 .
б) L L a a= − −{ ( ; ; ), ( ; ; ) }1 21 1 2 2 1 3 ,
 f f f f= −( ) − −( ) −( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 33 2 5 1 1 3 2 2 3 .
в) L x x x: {6 4 7 01 2 3+ − = , f f f f= ( ) −( ) −( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 32 1 2 2 1 1 1 3 1 .

г) L x x x: {3 3 01 2 3+ + = , Tf e→ =
− −













1

1

2

3

4

2

2

3

3

.

Дополнительно.
д) L L a a= −{ ( ; ; ), ( ; ; ) }1 21 1 2 2 1 3 , f f f f= ( ) ( ) ( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 31 2 4 2 2 3 3 2 1 .

е) L L a= −{ ( ; ; ) }1 2 5 1 , Tf e→ = −
−

−
−













3

5

2

1

2

1

3

1

3

.

5. В пространстве Rn со стандартным базисом e заданы еще два базиса 
f  и g, а также линейное многообразие H , заданное СЛАУ или матрич-

ным уравнением в базисе f  (или в базисе g). Задайте многообразие H  с 
помощью СЛАУ или матричным уравнением в базисе g (соответственно 
в базисе f ).

а) f f f= ( ) ( ){ }1 27 3 2 1; , ; , g g g= − −( ) ( ){ }1 23 2 1 4; , ; ,
 x x xf =( )1 2; , H x x= + ={2 71 2 .
б) f f f= −( ) −( ){ }3 5 1 22; , ; , g g g= −( ) −( ){ }1 27 4 2 1; , ; ,
 x y yg =( )1 2; , H y y= − ={3 21 2 .
в) f f f f= −( ) −( ) −( ){ }1 2 31 1 2 1 1 3 1 0 1; ; , ; ; , ; ; ,
 g g g g= − −( ) ( ) −( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 33 1 1 4 1 5 1 2 5 ,
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 H :

− −
− −

−











3 1

1

2 1

         3 

2         2

         2   


⋅ =






















X g

3

7

4

.

г) f f f f= −( ) −( ) ( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 32 1 1 1 2 2 1 0 2 ,
 g g g g= − −( ) − −( ) −( ){ }1 2 33 5 3 2 0 2 4 1 3; ; , ; ; , ; ; ,

 H X f:
         3 

2         2

1 2

1

2

1

− −
− −









⋅ =















.

Дополнительно.
д) f f f= ( ) ( ){ }1 22 3 5 8; , ; , g g g= −( ) −( ){ }1 21 2 2 3; , ; ,
 x x xf =( )1 2; , H x x= + =1 22 3.
е) f f f f= −( ) −( ) − −( ){ ; ; , ; ; , ; ; },1 2 31 1 2 2 3 5 1 1 3

g g g g= −( ) −( ) −( ){ }1 2 31 2 2 8 13 18 12 20 27; ; , ; ; , ; ; , 

H X f:
3 1 3

1 1

2

1

       

     2  

−
−









⋅ =

−
−















.

6. Найдите матрицу перехода Tg f→  от базиса g к базису f  в пространстве 
V Rn= , или V P xm= [ ] (многочлены степени не выше m), или V M m k= [ , ] 
(матрицы порядка m k× ).

а) V P x= 4[ ], f x x x x= { , , , , }1 2 3 4 ,
 g x x x x x x x x x= − + − + + − + −{ , , , , }2 2 3 4 3 41 2 1 2 1 4 5        .
б) V R= 5, g1 1 1 0 1 0( ; ; ; ; ),− −   g2 2 1 0 3 0( ; ; ; ; )−     , g3 1 2 0 1 0( ; ; ; ; )− −  ,
     g4 0 0 3 0 2( ; ; ; ; )− , g5 0 0 2 0 1( ; ; ; ; )   − , f e=  – стандартный базис.

в) V M= [ , ]2 2 , f =

























1

0

0

0

0

0

1

0

0

1

0

0
, , ,,

0

0

0

1





















,

 g=

























3

2

0

1

0

0

1

0

3

1

0

3
, , ,,

2

1

0

1





















.

Дополнительно.
г) V P x= 4[ ], f x x x x= { , , , , }1 2 3 4 ,  

g x x x x x x x x

x x x

= + − − + + − +

− − +

{ , , , ,

}.

2 5 3 2 73 4 2 4 2 3

4 2

    3   3    

4

д) V P x= 4[ ], f x x x x= { , , , , }1 2 3 4 ,  
g x x x x x x x x x= + − + − − − + + +{ , , , , }.2 2 3 3 2 3 4 2 34 2 2 4 2 3 3 2    4
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7. В пространстве P x2[ ] многочленов степени не выше двух заданы два 
базиса f  и g. Пусть ( ; ; )y y y1 2 3  и ( ; ; )z z z1 2 3  – обозначения координат мно-
гочленов в этих двух базисах. Линейное многообразие H  задано в базисе 
f  с помощью СЛАУ с переменными ( ; ; )y y y1 2 3 . Найдите матрицу пере-
хода Tf g→  и за дайте многообразие H  в базисе g с помощью СЛАУ с пере-
менными ( ; ; )z z z1 2 3 . 

а) f x x x x x x= − − + + + +{ , , }2 2 22 2 2 3  3 3 ,

 g x x x x x x= + + − + + − −{ , , }1 2 2 3 3 32 2 2   5 2 , H
y

y
: 1

3

1

2

=

=






. 

б) f x x x= − − +{ , , }1 2 1 1 2 , g x x x x= − + − +{ , , }1 1 12 2 ,

 H
y y y

y y y
:

  1 2 3

1 2 3

2 3

2 3 1

+ + =

− + =






.

в) f x x x= + + −{ , , }1 2 2 2  1   1 , g x x x x= + + + −{ , , }1 2 2 1   1 ,

 H
y y y

y y y
:

 3 10

17
1 2 3

1 2 3

+ − =

− + + =






. 

г) f x x x x= − − − +{ , , }1 2 2 1  1 , g x x x= − − +{ , , }1 2 1   1 ,

 H
y y y

y y y
:

     

   
1 2 3

1 2 3

3 7

2 4 3

− + =−

− + =−






.

Дополнительные задачи

8. В пространстве R3 найдите матрицу перехода от базиса f e e e= { , , }3 1 2  
к базису g e e e= − −{ , , }2 3 1 .

9. Укажите матрицу перехода к какому-нибудь ортогональному базису, 
два первых вектора которого лежат в плоскости π : { .x y z+ + = 0

10. В пространстве P x2[ ] многочленов степени не выше двух задан ба-
зис f . Для другого базиса g известна матрица перехода Tg f→ . Найдите ко-
ординаты многочлена p x( ) в базисе g, если

 f x x x x x= − + + + +{ , , ) }2 2 22 3 3 1  2   ( , Tg f→ =
−

−







   1        1

1     2     

        0     2

1

1

1






, 

p x x x( )= − +2 2 2.
11. Вектор x  задан в базисах f f f= { , }1 2  и g g g= { , }1 2  координатами 

x f = −( ; )3 1  и xg = ( ; )1 2 . Укажите полную систему уравнений, задающих 
все возможные матрицы перехода от базиса f  к базису g.

12. Векторы x  и y  заданы в базисах f f f f= { , , }1 2 3  и g g g g= { , , }1 2 3  
координа тами x f = ( ; ; )2 2 1 , y f = −( ; ; )1 1 1 , xg = ( ; ; )3 2 1 , yg = − −( ; ; ).2 2 1  Ука-
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жите уравне ния, задающие все возможные матрицы перехода от базиса 
f  к базису g. Образует ли данное множество матриц перехода линейное 
многообразие в пространстве всех матриц размера 3 3× ?

Ответы на типовые задачи

1. а) Tf g→ =
−









3

2

1

2
, Tg f→ = ⋅

−











1
8

2

2

1

3
.

б) Tf g→ = −
−









17

27

4

7
, Tg f→ = ⋅











1
11

7

27

4

17
. 

в) Tf g→ =
− − −













1

3

2

2

1

1

3

1

1

, Tg f→ = − − −













0

1

1

1

5

3

1

8

5

.

г) Tf g→ =
− −

    3       7         7 

   13     46       42

   19 644 59   −












, Tg f→ =

− − −

   26     35      28 

   31     44      35

42     59 447












.

д) Tf g→ =
−
−











21

29

11

15
, Tg f→ = ⋅











1
4

15

29

11

21
. 

е) Tf g→ = − − −
− − −






   24      9       2

      

        

31 13 2

13 5 1








, Tg f→ =

− −
−
−





 3 8

2

14 3

       1     

   5         14

          33








.

2. а) xg = −( )4 9; . б) x f =( )3 2; . в) xg 4 1 0; ;−( ).
г) x f 1 0 2; ;( ). д) xg = −( )2 1; . е) xg 3 1 8; ;−( ).

3. а) Tf g→ =









1

4

3

2
.   б) Tf g→ =

−
−











9

3

13

4
.

в) Не существует. г) Не существует.

д) T
y

t

y

tf g→ =
+
+











1 2

2 2
, где t y≠ 2 . 

4. а) L y y: {5 3 01 2+ = . б) L y y y: {6 5 7 01 2 3− + = . 
в) L y y y: {2 01 2 3+ − = . г) L y y y: {− + + =1 2 32 0.

д) L y y y: {− − + =5 2 01 2 3 . е) L
y y y

y y y
:

8 6 5 0

2 2 0
1 2 3

1 2 3

+ − =

+ − =






.

5. а) x y yg =( )1 2, , H y y= − + ={ 3 11 71 2 .
б) x x xf =( )1 2, , H x x= + ={2 21 2 . 
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в) H :

− −
−
−







6

6

      7   1 

   3         2

   5   6      1 






⋅ =






















x f

3

7

4

.

г) H X g:
    3     4 

         7  

− −
−









⋅ =









1

9 9

2

1







.

д) H y y= + ={4 7 31 2 .

е) H X g:
2 2

1

   7    10 

1    8   12









⋅ =

−
−















.

6. а) Tg f→ =

− −
− −

4 2

1

      3     0    0

3       2     0    0

  2     11        0    0

  0     0     0     1     1

  0     0    

−1

  0     5    4













.

б) Tg f→ =

        1     0      3     0

        0     0      1 

5

1      0

2          1     0

   0     0    1       0     2

− − −1 0

    0     0    2      0     3













.

в) Tg f→ =

−

−

2 3

1

1

     0           1

   0          0      0

     0            

   5     0    

1 1

6 3− −













.

г) Tg f→ =

−
− −

7 3

0 1 5

      0       0          0

                0      1

      3        0    2

   5     0       0   2    

0 11− −
−   0

     2          0     10 7− −













.

д) Tg f→ =
−

1

0 1

      0      1      0       1

     0         0        1

2     0      0      0      3

0     3      0         −2 00

0  4     0       3      0 −













.
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7. а) Tf g→ =
−

− −
−







   2          1

         4

         2   3

1

6 2

5







,  H

z z z

z z z
:

2 1

5 2 3 2
1 2 3

1 2 3

− + =

+ − =







      
. 

б) Tf g→ =
− −

−
−







   1      

      4      3

   1   1      0

2 2

1







,  H

z z

z z z
:

2 3

6 11 7 1
1 3

1 2 3

               + =

− − =






. 

в) Tf g→ =
− − −

− −












1 2 2

1

     

  3     4      3

   1     0


,  H

z z z

z z z
:

      31 2 3

1 2 3

10

3 5 5 17

− − =

+ + =






. 

г) Tf g→ = − −













0 2 2

2

0

         

1    3

     1     2

,  H
z z z

z z z
:
− + + =−

− + + =−







3    

  
1 2 3

1 2 3

9 13 7

10 15 3
. 

Ответы на дополнительные задачи 

8. Te f→ = −
−







  0     1     0 

  0     0   

     0     0

1

1






.  

9. Например, Te f→ = −
−







   1      1     1

1      1     1

          1 0 2







.

10. pg = −( ; ; )5
2 2   5

2 . 
11. Указание. Матрица T Af g→ =   удовлетворяет условиям X A Xf

T
g
T= ⋅  

и det( )A ≠ 0.

Ответы на дополнительные задачи  13



XIV. БИЛИНЕЙНЫЕ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

Определения и формулы

Билинейной формой в линейном пространстве V  называется числовая 
функ ция B x y( , ) от двух векторных аргументов x и y, линейная по каждому 
аргу менту при фиксированном значении другого аргумента.

Матрицей билинейной формы в базисе f f f fn= …{ , , , }1 2  называется 
ква дратная матрица B bjk=  порядка n, элементы которой задаются фор-
мулой b B f fjk j k= ( , ).

Если матрица в базисе f известна, значение билинейной формы вы-
числяется по формуле

B x y b x yjk j k
k

n

j

n

( , )=
==
∑∑

11

.

Если координаты векторов x и y изображать вектор-столбцами X и Y, 
то формулу можно записать в матричном виде B x y X B YT,( )= ⋅ ⋅ .

Билинейная форма, для которой B x y B y x, ( , )( )= , называется симме-
тричной.

Квадратичной формой, полученной из билинейной формы B x y( , ), на-
зывается числовая функция одного векторного аргумента x, определен-
ная формулой

Q x B x x( )= ( , ).

Если матрица билинейной формы в базисе f известна, значение 
квадратич ной формы задается формулой

Q x b x xjk j k
k

n

j

n

( )=
==
∑∑

11

, или Q x X B XT( )= ⋅ ⋅  

в матричном представлении.
Для каждой квадратичной формы Q x( ) существует единственная 

симмет ричная билинейная форма B x y,( ), для которой Q x B x x( )= ( , ). Эта 
били нейная форма называется полярной для данной квадратичной формы. 
Матрицей квадра тичной формы называется матрица соответствующей по-
лярной формы. Эта мат рица по определению симметрична.

Матрицы B f  и Bg  одной и той же билинейной формы в разных бази-
сах f и g связаны соотношением B T B Tg f g

T
f f g= ⋅ ⋅→ →( ) , где Tf g→  – матрица 



перехода от базиса f к базису g. Та же формула связывает матрицы квадра-
тичной формы в разных базисах.

В частности, если билинейная форма задана матрицей B f  в базисе f, 
а мат рица A представлена в виде произведения A C B CT

f= ⋅ ⋅ , где матрица 
C – невы рожденная, то в базисе g с матрицей перехода T Cf g→ =  матрица 
данной били нейной формы B Ag = .

Ранг матрицы билинейной формы во всех базисах один и тот же.
Билинейная форма называется вырожденной, если ее матрица в лю-

бом базисе вырожденная.
Симметричная билинейная форма и соответствующая квадратичная 

форма называются приведенными к каноническому виду в некотором 
базисе, если их матрица в этом базисе диагональная. Соответствующий 
базис называется кано ническим для данной формы. Если дополнительно 
все элементы на главной диагонали матрицы равны +1, –1 или 0, то форма 
называется приведенной к нормаль ному виду.

Для любой симметричной билинейной формы в конечномерном ли-
нейном пространстве существует базис, в котором форма приводится к ка-
ноническому виду. Канонический базис всегда можно выбрать так, чтобы 
форма в нем была приведена к нормальному виду.

Обозначим символами Pf
+, Pf

−, Pf
0 количество положительных чисел, 

отрица тельных чисел и нулей на диагонали матрицы билинейной формы, 
приведенной к каноническому виду в каноническом базисе f. Закон инер-
ции для симметрич ных билинейных форм гласит, что во всех канониче-
ских базисах эти числа одинако вые. Тройка величин { , , }P P P+ − 0 , в кото-
рых обозначение базиса опущено, будем называть сигнатурой билиней-
ной формы. Числа P+ и P− назы ваются положи тельным и отрицательным 
индексами инерции билинейной формы.

Симметричная билинейная форма B x y,( ) называется положи-
тельно опреде ленной на подпространстве L V⊆ , если для любого нену-
левого вектора x L∈  значение соответствующей квадратичной формы 
Q x B x x( )= ( )>, 0 . Если форма положительно определена на всем про-
странстве V, то она называется просто положительно определенной. 

Аналогично определяются понятия отрицательной определенности, 
неотри цательной определенности и неположительной определенности. 
Если для некото рых x и y выполнено Q x B x x( )= ( )>, 0, Q y B y y( )= ( )<, ,0  
то форма называ ется знакопеременной.

Все вышеуказанные характеристики используются также для квадра-
тичных форм.

Критерий Сильвестра позволяет проверить знакоопределенность би-
линейной или квадратичной формы без приведения к каноническому 
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виду. Пусть B – мат рица симметричной билинейной формы B x y( , ) в не-
котором базисе f. Обозна чим через ∆k главный минор матрицы, образо-
ванный первыми k строками и k столбцами. Тогда билинейная форма 
положительно определена тогда и только тогда, когда ∆k > 0 для всех k. 
Билинейная форма отрицательно определена тог да и только тогда, когда 
знаки миноров ∆k при возрастании k чередуются, начи ная со знака минус 
при k=1. Если все ∆k ≠ 0, и не выполнено ни первое усло вие, ни второе, 
то форма является знакопеременной.

Примеры решения задач

Пример 1. Дана квадратичная форма Q x x x x x( )= + −3 5 121
2

2
2

1 2.
а) Приведите ее к каноническому виду методом последовательного 

выделе ния полных квадратов.
б) От канонического вида перейдите к нормальному виду.
в) Для нормального вида выразите старые координаты через новые.
Решение. а) Подберем коэффициент d  и замену y ax bx1 1 2= +  таким 

образом, чтобы было 2 12d ab⋅ =−  и при этом либо da2 3= , либо db2 5= . 
Выбор неоднозначен, но удобно взять d =3, a=1, b=−2. При таком вы-
боре получим

Q x x x x x x x x( ) ( )= + − = − −3 5 12 3 2 71
2

2
2

1 2 1 2
2

2
2. 

Положим y x x1 1 22= − , y x2 2= . Тогда Q y y y( )= −3 71
2

2
2.

б) Если теперь положить z y1 13= ⋅ , z y2 27= ⋅ , то B z z z( )= −1
2

2
2.

в) Из условий 
y x x

y x
1 1 2

2 2

2= −

=






, получим 
x y y

x y
1 1 2

2 2

2= +

=






.

В свою очередь 
y

z

y
z

1
1

2
2

3

7

=

=











. Окончательно 
x

z z

x
z

1
1 2

2
2

3

2

7

7

= +

=











.

Пример 2. Приведите квадратичную форму

Q x x x x x x x x x x( )= + + − + +8 6 8 24 41
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 3

к каноническому виду методом Лагранжа. Укажите сигнатуру квадратич-
ной формы.

Решение. Для записи преобразований Лагранжа используем схему Ла-
гранжа. Сначала выписывается матрица квадратичной формы. К этой ма-
трице применя ются несколько итераций. При каждой итерации на глав-
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ной диагонали выбирает ся ненулевой ведущий элемент (если есть возмож-
ность – единица, иначе общий делитель выносится за скобку). Ведущий 
элемент обведен рамкой. Затем, ис пользуя преобразования Гаусса (к каж-
дой строке прибавляется выбранная строка, умноженная на подходящий 
коэффициент), обнуляются элементы выбранного столбца.

Для нашей задачи

8

4

12

4

1

2

12

2

6

1

8

−

−











⇒
−
−44

20

0

1

0

20

2

2

1

2

8

4

10

0

1












⇒

−
−

00

20

2

1













⇒ 

⇒
−
−













⇒1

2

208

4

10

0

1

0

0

2

1

−−
−











208

1

2

1

4

10

0

1

0

0

2

1


.

Последняя в схеме матрица означает, что новые переменные выража-
ются через старые переменные по формулам

y x

y x x x

y x x

1 1

2 1 2 3

3 1 3

4 2

10

=
=− + +
= +










,

а квадратичная форма в новых переменных принимает вид

Q y y y y( )=− + +208 21
2

2
2

3
2.

Сигнатура квадратичной формы { , , }P P P+ −= = =2 1 00 .

Пример 3. Приведите квадратичную форму

Q x x x x x x x( )= + −4 4 41 2 1 3 2 3 

к каноническому виду методом Лагранжа. 
Решение. На главной диагонали матрицы квадратичной формы все 

коэф фициенты нулевые. Поэтому сначала сделаем вспомогательное пре-
образование

x y

x y y

x y

1 1

2 1 2

3 3

=
= +
=










, тогда 
y x

y x x

y x

1 1

2 1 2

3 3

=
=− +
=










.

В новых координатах квадратичная форма принимает вид

Q y y y y y y y y y y y y y y( )= +( )+ − +( ) = + −4 4 4 4 4 41 1 2 1 3 1 2 3 1
2

1 2 2 3.
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Теперь воспользуемся схемой Лагранжа

4

2

0

2

0

2

0

2

0

4 1

0

0−
−













⇒

00 5

1

2

0

2

0

4

1

1

0

0

0,

−
−
−













⇒−
,5

1

0

0

2

4

4

1

4

1

0

0

0 5

1

0












⇒−

0

2

1












.

Квадратичная форма в переменных { , , }z z z1 2 3  принимает вид

Q z z z z( )= − +4 41
2

2
2

3
2.

Выразим переменные { , , }z z z1 2 3  через { , , }y y y1 2 3  и переменные { , , }y y y1 2 3  
через { , , }z z z1 2 3 :

z y y

z y y

z y

1 1 2

2 2 3

3 3

0 5

2

= +
= +
=










,

, 
y z z z

y z z

y z

1 1 2 3

2 2 3

3 3

0 5

2

= − +
= −
=

,








.

Теперь выразим переменные { , , }z z z1 2 3  через { , , }x x x1 2 3  и переменные 
{ , , }x x x1 2 3  через { , , }z z z1 2 3 :

z y y x x

z y y x x x

z y x

1 1 2 1 2

2 2 3 1 2 3

3 3 3

0 5 0 5 0 5

2 2

= + = +

= + = − + +

= =

, , ,








, 
x y z z z

x y y z z z

x y z

1 1 1 2 3

2 1 2 1 2 3

3 3 3

1 5 0 5

0 5 0 5

= = − +

= + = + −

= =





 , ,

, ,





.

В результате мы получили матрицу перехода, канонический базис и сиг-
натуру квадратичной формы:

Te f→ = ⋅











1
2

3 1 2

1 1 2

0 0 2


, f f f f=







 −






 −1 2 3

3
2

1
2

0
1
2

1
2

0 1; ; , ; ; , ; 11 1;( )










,

{ , , }P P P+ −= = =2 1 00 .

Пример 4. В пространстве R5 задана квадратичная форма 

Q x x x x x x x x x x x x( )= + + − + + −5 20 20 4 81
2

4
2

5
2

1 4 1 5 2 3 4 5.

а) Приведите ее к каноническому виду и выпишите его. 
б) Запишите с помощью СЛАУ в базисе е подпространство Lf

+ 
максималь ной размерности, на котором квадратичная форма по-
ложительно определена.

в) Запишите с помощью СЛАУ подпространство Lf
+0 максимальной 

размер ности, на котором квадратичная форма неотрицательно 
определена.

18 XIV. Билинейные и квадратичные формы



г) Запишите с помощью СЛАУ подпространство Lf
00  максимальной 

размер ности, на котором квадратичная форма тождественно рав-
на нулю.

Решение. а) Все вычисления будут значительно проще, если заметить, 
что Q x Q x Q x( ) ( ) ( )= +1 2 , где составляющие квадратичные формы

Q x x x x x x x x x x1 1
2

4
2

5
2

1 4 1 5 4 55 20 20 4 8( )= + + − + − , Q x x x2 2 3( )=

содержат разные переменные. Форма Q x1( ) зависит от трех переменных. 
Она приводится к каноническому виду так же, как в Примере 2:

5

10

2

10

20

4

2

4

1

−
−

−
−













⇒ −
−

−













⇒
1

1

1

2

2

2

4

4

0

0

1

1

1

1

0

2

−−

−












⇒

−

−

2

0

4

0

0

1

1

0

1

1

0

2

2

1

4

0

0

1












.

Следовательно,

Q y y y1 1
2

5
2( )= + , где 

y x x

y x

y x

1 1 4

4 4

5 1

2

2

= −
=
= −44 4 5x x+










.

Вторую форму привести к нормальному виду несложно:

Q x x x Q y y y2 2 3 2 2
2

3
2( )= = ( )= − , где 

x y y

x y y
2 2 3

3 2 3

= +
= −






.

В итоге

Q y y y y y1 1
2

2
2

3
2

5
2( )= + − + . 

б) Согласно теории, L L f f ff
+ = { }1 2 5, , . Тогда СЛАУ для Lf

+ имеет вид

L
y

yf
+ =

=






: 4

3

0

0
, или L

x

x xf
+ =

− =






: 4

2 3

0

0
.

в) L L f f f ff
+ = { }0

1 2 3 4, , , , откуда

L yf
+ =0

3 0: { , или L x xf
+ − =0

2 3 0: { .

г) Один из возможных вариантов L L f f ff
00

4 1 3= +{ }, . В этом случае 
СЛАУ для Lf

00  

L

y

y

y y
f

00
2

5

1 3

0

0=
=
=
=










, или L
x x

x x xf
00

2 3

1 4 5

0

2 4 0=
+ =
− + =

22 4 01 4 2 3x x x x− − + =










. 
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Пример 5. Можно ли привести симметричную квадратичную форму 
Q x1( ), заданную в базисе e, к виду Q z2( )? Если да, то укажите матрицу пе-
рехода к базису f , в котором она имеет этот вид.

Q x x x x x1 1
2

2
2

1 23 4 8( )= + + , Q z z z z z2 1
2

2
2

1 25 4 20( )= + − .

Решение. Пусть ответ на вопрос положительный, то есть существует 
квад ратичная форма, которая в базисах e и g задается выражениями Q x1( ) 
и Q z2( ). Тогда

B Be = =







1

3

4

4

4
, B Bg = =

−
−







2

5

10

10

4
.

Надо определить, существует ли матрица C Te g= →  такая, 
что B C B Cg

T
e= ⋅ ⋅ . Для этого приведем обе формы к нормальному виду:

Q x x x x x x x x y y1 1
2

2
2

1 2 1 2
2

1
2

1
2

2
23 4 8 4( ) ( )= + + = + − = − ,

Q z z z z z z z z y y2 1
2

2
2

1 2 1 2
2

2
2

1
2

2
25 4 20 5 2 16( ) ( )= + − = − − = − ,

Имеем:

(1) 
y x x

y x
1 1 2

2 1

2= +

=






( )
 или 

x y

x y y
1 2

2
1

2 1 2

=

= −






;

(2) y z z

y z
1 1 2

2 2

5 2

4

= ⋅ −

=







( ).

В итоге получим, что нужное равенство Q x Q z1 2( ) ( )=  будет выполнено 
при условии

x y z

x
y

y z z z
z

z

1 2 2

2
1

2 1 2 2
1

2

4

2
5

2
2 4

5
2

4 5

= =

= − = ⋅ − − =
⋅
− +







 ( ) ( )


, 

Te f→ =
− −











   0             4  

      5
2 4 5

.

Пример 6. В пространстве R5 задана квадратичная форма Q x p( , ), завися-
щая от параметра p. При каких значениях параметра p максимальная 
размер ность m подпространства L00, на котором Q x( )= 0, максимальна? 

Q x p x p x p x x( ) ( ) ( ) ( )= − + + − + +4 1 3 31
2

2
2

3
2

5
2.

Решение. Известно, что

m L P min P P= ( )= + { }+ −dim ,00 0 .
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Выделим на прямой промежутки

−∞−( ), 3 , − −( )3 1, , −( )1 4, , 4,+∞( ),
в которых выражения ( p−4), p+( )1 , − −( )p 3  сохраняют знак. Сигнатуры 
P P P+ −{ }, , 0  в этих промежутках равны соответственно

3 1 1, ,{ }, 2 2 1, ,{ }, 3 1 1, ,{ }, 2 2 1, ,{ }.
Следовательно:

при p∈ −∞−( )∪ −( ), ,3 1 4  будет m= 2;

при p∈ − −( )∪ +∞( )3 1 4, ,  будет m=3.

Во всех точках p=− −3 1 4, ,  сигнатуры равны 2 1 2, ,{ }, и для них также 
m=3. Итак,

p∈ − − ∪] [ +∞
 )3 1 4, , .

Пример 7. Является ли отрицательно определенной квадратичной фор-
мой ограничение квадратичной формы 

Q x x x x x x x x x x( )= + − + + +1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 4 2 6  

на подпространство L, заданное СЛАУ

L x x x: { 1 2 32 0+ + = .

Решение. Сделаем замену
y x x x

y x

y x

1 1 2 3

2 2

3 3

2= + +
=
=










.

Тогда в новых переменных

Q y y y y y y y y y y( )= − − + − + − −( ) +( )1 2 3
2

2
2

3
2

1 2 3 22 3 4 2

+ − −( ) + = − − +2 2 6 2 21 2 3 3 2 3 1
2

2
2

3
2

2 3y y y y y y y y y y y .

Подпространство L в новых переменных задается уравнением L y: { .1 0=
Значит, в новых переменных ограничение квадратичной формы Q x( ) 
на подпро странство L имеет вид

Q y y y y y y y y'( ) ( )=− − + =− + −2
2

3
2

2 3 2 3
2

3
22 2 .

Эта форма отрицательно определена.
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Типовые задачи

1. Базис g g g= { , }1 2  выражается через базис f f f= { , }1 2 . Билинейная 
форма B x y,( ) в R2 в базисе g имеет матрицу Bg . Найти ее матрицу B f  в ба-
зисе f .

а) g f f1 1 22= + , g f f2 2 12= − , Bg =










5   2

2   2
.

б) g f f1 1 23 2= + , g f f2 1 24 3= + , Bg =










3   5

2   4
.

в) g f f1 1 23= + , g f f2 2 13= − , Bg =










10   3

  3   2
.

г) g f f1 1 23 2= + , g f f2 1 24 3= + , Bg =










1   2

3   4
.

2. Квадратичная форма Q x( ) в R2 или R3 задана в стандартном базисе 
e. Выде лив полный квадрат, приведите ее к каноническому виду и выпи-
шите его. Вы ра   зите старые переменные через новые.

а) Q x x x x x( )= − −1
2

2
2

1 22 4 .
б) Q x x x x x( )= − −3 2 81

2
2
2

1 2.
в) Q x x x( )=−12 1 2.
г) Q x x x x x x x x( )= + + + +1

2
2
2

3
2

1 2 1 34 4 2 .
д) Q x x x x x( )= −8 41 2 2 3.
Дополнительно.
е) Q x x x x x( )= + +4 9 121

2
2
2

1 2.
ж) Q x x x x x( )=− + −7 3 91

2
2
2

1 2.
з) Q x x x x x x x x x x( )=− − − + + −2 6 2 2 41

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
и) Q x x x x x x x x( )= + + + −2 3 8 21

2
2
2

3
2

1 2 1 3. 

3. Квадратичная форма Q x( ) в Rn задана в стандартном базисе e. Ис-
пользуя схему Лагранжа, приведите ее к каноническому виду и выпишете 
этот вид в каноническом базисе f . Укажите базис f  и матрицу перехода 
Te f→ . Выразите новые переменные через старые и старые переменные 
через новые.

а) Q x x x x x x x x x x( )=− + + − + −1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 37 2 2 6 . 
б) Q x x x x x x x x x x( )= + + + − −9 4 6 12 41

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
в) Q x x x x x x x( )=− + −2 4 21 2 1 3 2 3.
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г) Q x x x x x x x x x x x x x x x( )= + + + + − + − −1
2

2
2

3
2

4
2

1 2 1 3 2 3 2 4 3 42 3 2 2 2 2 8 .
д) Q x x x x x x x x x x x x x x( )= + − + + + − + −1

2
2
2

3
2

4
2

5
2

1 4 2 3 2 5 3 53 4 5 4 2 4 2 .
Дополнительно.
е) Q x x x x x x x x( )= + + + −1

2
2
2

3
2

1 2 1 34 2 4 .
ж) Q x x x x x x x x x x( )=− − − + − −8 6 8 24 41

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
з) Q x x x x x x x x x x( )=− − + + + −5 17 14 20 10 81

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
и) Q x x x x x x x x x x( )= + + + + +5 3 25 6 4 121

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
к) Q x x x x x x x x x x( )= + + + − +5 6 3 2 6 61

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.

4. Квадратичная форма Q x( ) в R3 задана в базисе e. Используя схему 
Лагранжа, приведите ее к нормальному виду и выпишите его. Укажите 
мат рицу перехода Te f→  от базиса e к каноническому базису f . Укажите 
сигна туру квадратич ной формы.

а) Q x x x x x x x x x x( )=− − − + − −2 6 4 12 41
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 3. 
б) Q x x x x x x x x x x( )=− − − − + +2 6 4 6 41

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
в) Q x x x x x x x x( )= + + + −1

2
2
2

3
2

1 2 1 33 2 8 2 .
г) Q x x x x x x x( )= + −4 6 21 2 1 3 2 3.
Дополнительно.
д) Q x x x x x x x x x x( )= + + − − +2 10 8 4 61

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3. 
е) Q x x x x x x x x x x( )=− − + + + −5 17 14 20 10 81

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3. 

5. Квадратичная форма Q x( ) в R5 задана в стандартном базисе e. При-
ведите форму к каноническому виду и выпишите его. Опишите заданные 
в условии подпространства Lf

+, Lf
+0, Lf

−, Lf
−0, Lf

00 максимальной размерности, 
на которых квадратичная форма соответственно положительно опреде-
лена, неотрица тель но определена, отрицательно определена, неположи-
тельно определена или тождественно равна нулю. Ответы задайте линей-
ной оболочкой в каноничес ком базисе f , однородной СЛАУ в базисе f  
и однородной СЛАУ в базисе e.

а) Q x x x x x x x x x x x x( )= + + − + − −8 8 6 16 61
2

3
2

5
2

1 3 1 5 2 4 3 5, найти Lf
+ и Lf

00.
б) Q x x x x x x x x x x x x x x x( )= − + − + − − − − −4 2 2 2 6 22

2
3
2

4
2

5
2

1 2 1 3 1 4 1 5 2 3

 − − − +4 10 4 22 4 2 5 3 5 4 5x x x x x x x x , найти Lf
+0 и Lf

00.
Дополнительно.
в) Q x x x x x x x x x x x x( )= − − − + − +4 3 12 8 16 121

2
3
2

5
2

1 3 1 5 2 4 3 5, 
 найти Lf

+0 и Lf
00.

Типовые задачи 23



г) Q x x x x x x x x x x x x( )=− + − + + + −1
2

3
2

4
2

1 3 1 4 2 5 3 43 2 2 18 , найти Lf
+ и Lf

00.
д) Q x x x x x x x x x x x x x x( )= + − + + − + + −1

2
2
2

3
2

4
2

5
2

1 3 1 5 2 4 3 52 4 6 2 4 4 8 , 
 найти Lf

−0 и Lf
00.

е) Q x x x x x x x x x x x x x x( )= + + + − + + − −3 7 11 4 12 6 4 201
2

2
2

3
2

4
2

5
2

1 4 2 3 2 5 3 5,
 найти Lf

+ и Lf
00.

ж) Q x x x x x x x x x x x x x x( )= − − − + + − + +2 2 5 2 4 4 4 41
2

2
2

3
2

4
2

5
2

1 3 2 4 2 5 4 5,
 найти Lf

− и Lf
00.

6. Какой билинейной форме соответствуют данные матрицы (положи-
тельно определенной, неотрицательной, знакопеременной и т.д.)?

а) 
 2    3 

 3    4 









. б) 

−
−











1      3 

   3  10 
. в) 

−
−











1     4 

   4  2 
.

г) 
−

−











1      3 

   3   9
.  д) 

   3     1    1 

   1     1    2

1  2      5

−
−

− −












. е) 

3    3    7 

3    3    2

7   2    5












.

ж) 
−

−
−







1      0      1 

   0   3      0

   1      0    2






.  з) 

   1   1    0 

1      1    0

   0     0    0

−
−












.

7. Найдите все значения параметра p, при которых квадратичная форма 
Q x( ) в R 3 положительно определена.

а) Q x x x p x x x p x x( ) ( ) ( )= + + + + − +1
2

2
2

3
2

1 3 2 35 3 2 2 2 .
б) Q x p x x p x p x x

x x p x x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .

= + + − + + + +

+ − +

7 3 2 2 12

2 2 6
1
2

2
2

3
2

1 2

1 3 2 3

в) Q x x x x p x x p x x x x( ) ( ) ( )= + + + + − + −5 5 5 4 26 4 22 61
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
г) Q x x px x x x px x( )= + + + +1

2
2
2

3
2

1 2 2 38 4 2 .

8. В пространстве R3 задана матрица квадратичной формы Q x( ), завися-
щей от параметра p. При каких значениях параметра p максимальная раз-
мерность подпространства L00, на котором Q x( )= 0, максимальна? При од-
ном из возможных p укажите СЛАУ в координатах ( , , )x x x1 2 3  для этого L00.

а) 
 6 14     3 5    2 4 

 3 5       2 3     2

2 4   

p p p

p p p

p

+ + − −
+ + − −

− −   2       2− − +











p p

. б) 
6          10 2  

       2      5

2      5

p p p

p p p

p p

− − −
− − −
− −

25 7

7 8

10        p−











5

.
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в) 
6           5  

              3

     

p p p

p p p

p

− − − −
− − + +
−

16 1 5

1 1 3

5 5    3      10p p+ +











3 5

. г) 
11      1       

                  2

p p p

p p p

p

+ − − −
− − −

− −

21 5 4

1 1 2

5 4     2       5p p− −











2 2

.

9. Квадратичная форма Q x( ) в Rn, зависящая от параметра a, задана 
в базисе e. При всех a укажите размерности подпространств Lf

+, Lf
+0, Lf

00  
(подпро странств максимальной размерности, на которых квадратичная 
форма поло жительно определена, неотрицательно определена и тожде-
ственно равна нулю). Укажите такое значение параметра a, при котором 
одновременно достигаются максимальные размерности подпространств 
Lf
+0 и Lf

00.
а) Q x x x x x a x x x x a x x x x( ) ( )= + + − + + + + +1

2
2
2

3
2

4
2

1 2 1 3 2 3 2 44 2 2 2 2 2 2  
 в R4.
б) Q x x x x x x a x x x x a x x x( ) ( ) ( )= + + − + + − + + − −1

2
2
2

3
2

4
2

5
2

1 2 1 3 2 316 2 2 2 2 2 2 2 33 5x 
Q x x x x x x a x x x x a x x x( ) ( ) ( )= + + − + + − + + − −1

2
2
2

3
2

4
2

5
2

1 2 1 3 2 316 2 2 2 2 2 2 2 33 5x  в R5.

10. Является ли ограничение квадратичной формы Q x( ) в R 3 на под-
пространство L отрицательно определенной формой? 

а) Q x x x x x x x x x x( )= + − + + +1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 4 2 6 , L x x x: { 1 2 32 0+ + = .
б) Q x x x x x x x x x x( )= + − + + +1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 4 2 6 , L x x x: {2 01 2 3+ − = .
в) Q x x x x x x x( )=− − + +3 2 4 21

2
3
2

1 3 2 3, L x x x: {2 01 2 3+ − = .
г) Q x x x x x x x x x x( )=− − − + + −18 3 4 14 16 81

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3,
 L x x x: { 1 2 3 0− + = .
д) Q x x x x x x x x x x( )=− + − + + −1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 2 2 18 , L x x x: { 1 2 32 0− + = .
е) Q x x x x x x x x x x( )= − − − − +1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 11 2 4 20 , L x x x: { 1 2 32 0− − = .
ж) Q x x x x x x x x x x( )= + + − − −8 4 6 4 82

2
4
2

5
2

1 3 2 4 4 5, L x x x: {3 2 01 2 3− − = .

11. При каком значении параметра p квадратичная форма Q x( ) в R3 
неотрицательна на линейном подпространстве L?

а) Q x x px p x x x x x x x( ) ( )= + + + + + +1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 2 4 4 ,
 L x x x: { 1 2 3 0− + = .
б) Q x x p x px x x x x p x x( ) ( ) ( )=− + − − + − + −1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 2 4 2 3 ,
 L x x x: { 1 2 32 0− + = .
в) Q x p x p x x p x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )= + + + + − + + −3 1 8 4 2 4 61

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3, 
 L x x x: {2 3 01 2 3− + = .
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12. Можно ли привести симметричную билинейную форму B x y1 ,( ) 
в R 3, заданную в стандартном базисе e, к виду B u v u v u v u v2 1 1 2 2 3 3( , )=− + +  ? 
Если можно, то укажите матрицу перехода Te f→  к базису f , в котором она 
имеет этот вид.

а) B x y x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 26 4 4 2 2( , )= + − − − − + + .
б) B x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 15 4 2 2( , )=− − − − − + + .
Дополнительно.
в) B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 23 4 2 2 4 4( , )= + − + + − − − −

B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 23 4 2 2 4 4( , )= + − + + − − − − .
г) B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 32 2 2 2 3 3( , )=− + + − − − − + + 22

B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 32 2 2 2 3 3( , )=− + + − − − − + + 22.
д) B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 22 3 3( , )= − + + + + + − − .

13. Можно ли привести квадратичную форму Q x1( ), заданную в стан-
дартном базисе e, к виду Q y2 ( )? Если можно, то укажите матрицу перехода 
Te f→  к базису f , в котором она имеет этот вид.

а) Q x x x x x1 1
2

2
2

1 23 4 8( )= + + , Q y y y y y2 1
2

2
2

1 25 4 20( )= + − .
б) Q x x x x x1 1

2
2
2

1 24 8( )= + − , Q y y y y y2 1
2

2
2

1 22 3 4( )=− − + .
в) Q x x x x x1 1

2
2
2

1 213 4( )= + + , Q y z y y y2 1
2

2
2

1 210 6 12( )= + − .
г) Q x x x x x x x x x x1 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 39 2 4 2 2( )= + + − − − ,
 Q y y y y y y y y y y2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 32 5 3 10 22 10( )= + − + − − .
д) Q x x x x x x x x x x1 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 36 5 2 10 4( )= + + + − − ,
 Q y y y y y y y y y y2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 9 7 12 12 24( )= + + + − − .
Дополнительно.
е) Q x x x x x1 1

2
2
2

1 229 4( )= + − , Q y y y y y2 1
2

2
2

1 26 7 12( )= + − .
ж) Q x x x x x x x x x x1 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 310 9 14 6 4( )= + + − + − ,
 Q y y y y y y y y y y2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 34 3 2 2 4( )= − − + + − .
з) Q x x x x x x x x x x1 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 32 2 4 6 2( )=− + + − − + ,
 Q y y y y y y y y y y2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 32 2 6 2( )= − + + − − .
и) Q x x x x x x x x1 1

2
2
2

3
2

1 2 1 32 4 6 2( )= + + + + ,
 Q y y y y y y y y y y2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 34 3 2 2 4( )= − − + + − .
к) Q x x x x x x x x1 1

2
2
2

3
2

1 2 2 34 11 2 6( )= + + + + ,
 Q y y y y y y y y y y2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 36 5 2 10 4( )= + + + − − .
л) Q x x x x x x x x x x1 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 32 7 15 8 12 20( )= + + + − − ,
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 Q y y y y y y y y y y2 1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 32 7 8 4 14( )= + + − + − .
м) Q x x x x x x x x x x1 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 33 9 7 12 12 34( )= + + + − − ,
 Q y y y y y y y y y y2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 314 3 9 12 20 12( )= + + + − − .

Дополнительные задачи

14. Квадратичная форма в базисе f f f= { , }1 2  имеет вид Q x x x( ) .= −4 81
2

2
2  

Какой вид она будет иметь в базисе g f f= { , }2 21 2 ?
15. Матрица квадратичной формы в базисе { , , }f f f1 2 3  имеет вид 

B f =
−

−
−







   2     3   1 

   3   1     2

1     2      7






. Вычислите матрицу квадратичной формы в базисе 

g f f f= −{ , , }2 3 1 .
16. Сигнатура квадратичной формы { , , }2 1 0  . Может ли на главной диа-

гонали матрицы формы стоять число нуль? 
17. Ответьте без вычислений на вопрос, может ли билинейная форма 

с матрицей B f =
−

−
−







   2     3   1 

   3   1     2

1     2      7






 служить скалярным произведением?

18. Приведите примеры квадратичных форм Q x( ) в R3 с заданным мно-
жеством X x Q x= ={ : ( ) }0 . 

а) X  совпадает с плоскостью π : {3 7 4 01 2 3x x x− + = ;
б) X  совпадает с прямой L a{ ( ; ; )}1 2 1− − ;
в) X  совпадает с объединением двух плоскостей π1 1 2 32 0= + − ={ x x x  

и π2 1 2 32 3 2 0= − + ={ x x x .
19. Приведите пример такой билинейной формы B x y( , ) в R3, что:
1) множество векторов M x y B x y1 0= ∀ ={ : | ( , ) } является плоскостью
 π1 1 2 32 5 9 0= + − ={ x x x ;
2) множество векторов M y x B x y2 0= ∀ ={ : | ( , ) } является плоскостью
 π2 1 2 311 7 3 0= − + ={ y y y .
20. Q x( ) – квадратичная форма в пространстве Rn. Докажите или опро-

вергните следующие утверждения.
а) Множество X x Q x= ={ : ( ) }0  может являться подпространством.
б) Множество X x Q x= ={ : ( ) }0  всегда является подпространством.
21. Докажите, что для билинейной формы B x y( , ) в Rn множество

M x y B x y= ∀ ={ : | ( , ) }0

является линейным подпространством. Выразите dim( )M  через характе-
ристики матрицы формы.
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22. Q x( ) – квадратичная форма в пространстве Rn. Докажите или опро-
вергните следующие утверждения.

а) Если форма Q x( ) невырожденная, то для любого базиса 
g g g gn= { , , , }1 2   и для всех k  выполнено Q gk( )≠ 0.

б) Если форма Q x( ) невырожденная, то существует базис g g g gn= { , , , }1 2   
такой, что для всех k  выполнено Q gk( )≠ 0. 

в) Если существует базис g g g gn= { , , , }1 2   такой, что Q gk( )≠ 0 для всех 
k , то форма Q x( ) невырожденная.

г) Если существует базис g g g gn= { , , , }1 2   такой, что Q gk( )= 0 для всех 
k , то форма Q x( ) вырожденная.

д) Если Q a( )> 0 для некоторого a, то существует базис g g g gn= { , , , },1 2 

для которого Q gk( )> 0 для всех k . 
23. Сигнатура квадратичной формы { , , }2 1 0  . Может ли на главной диа-

гонали матрицы формы стоять число нуль? 
24. У матрицы квадратичной формы на главной диагонали стоят числа 

2, 4 и –3, ранг матрицы равен двум. Какова размерность максимального 
подпростран ства, на котором форма тождественно равна нулю?

25. При каком условии на k  можно утверждать, что квадратичная 
форма, в матрице которой на пересечении первых k  строк и k  столбцов 
стоят нули, вырожденная?

26. Какова сигнатура квадратичной формы, заданной выражением 

Q x x x x x( ) ( )= + − −1 2
2

1
2

2
2?

27. Дана симметричная билинейная форма B x y( , ) в Rn. Чему равна 
максималь ная размерность подпространства, на котором B x y( , ) может 
задавать ска лярное произведение?

28. Приведите пример отрицательно определенной симметричной 
билинейной формы в E 2, для которой B a b( , )=1, где a= ( ; )3 2 , b= ( ; )4 1 .

29. Q x( ) – квадратичная форма в пространстве Rn. Докажите или опро-
вергните следующие утверждения.

а) Если Q a( )<0 и Q b( )<0, то форма Q x( ) отрицательно определена 
на L a b{ , }.

б) Если в любом базисе g g g gn= { , , , }1 2   найдется вектор gk , для кото-
рого Q gk( )> 0, то Q x( ) положительно определена.

в) Если в некотором базисе g g g gn= { , , , }1 2   выполняется Q gk( )> 0  
для всех gk , то Q x( ) положительно определена.

30. Какова сигнатура квадратичной формы Q x a x b xj j
j

n

k k
k

n

( )= ⋅
= =
∑ ∑

1 1

? 

(Векторы a a a an= { , ,..., }1 2  и b b b bn= { , ,..., }1 2  ненулевые и неколлинеарные).
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31. Плоскость L задана в базисе e e e e= { , , }1 2 3  уравнением x x x3 1 22 0− + = . 
После подстановки x x x3 1 22= −  в форму Q x x x( , , )1 2 3  выражение

Q x x Ax Bx x Cx1 1 2 1
2

1 2 2
22( , }= + +

не будет содержать переменную x3. Укажите тот базис f f f= { , }1 2  под-
пространства L, в котором ограничение формы Q на подпространство L 
имеет вид

Q y y Ay By y Cy1 1 2 1
2

1 2 2
22( , }= + + .

32. Является ли множество невырожденных квадратичных форм в про-
странстве R3 линейным многообразием в пространстве всех билинейных 
форм?

33. Докажите, что если в матрице квадратичной формы найдется от-
рицательный главный минор второго порядка, то эта форма знакопере-
менная.

Ответы на типовые задачи

1. а) B f = ⋅










1
5

1   0

0   6
. б) B f = −











   1    1

2   0
.

 в) B f = ⋅










1
10

1     0

0   11
. г) B f =

−
−











5

8

      6

   7   
.

2. а) Например, Q x x x x y y( )= −( ) − = −1 2

2

2
2

1
2

2
22 6 6 ; 

x y y

x y
1 1 2

2 2

2= +
=






. 

 б) Например, Q x x x x y y( )= − +( ) = −11 2 2 11 21
2

1 2

2

1
2

2
2;   

 
x y

x y y
1 1

2 1 22

=
=− +






. 

 в) Например, Q x x x x x y y( )=− +( ) + −( ) =− +3 3 3 31 2

2

1 2

2

1
2

2
2;  

 
x y y

x y y

1 1 2

2 1 2

1
2
1
2

= +

= −










( )

( )

. 

 г) Например, Q z z z z( )=− + +1
2

2
2

3
2; 

x z

x z z

x z z

1 1

2 1 2

3 1 3

1
2

=

= − +

=− +






( )





.
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 д) Например, Q z z z( )= −1
2

2
2; 

x z z z

x z z

x z

1 1 2 3

2 1 2

3 3

1
4

2

1
2

= + +

= −

=

( )

( )











.

 е) Например, Q x x x y( )= +( ) =2 31 2

2

1
2; x y y

x y

1 1 2

2 2

1
2

3= −

=








( ). 

 ж) Например, Q x x
x

x y y( )= −






 − ⋅ = −3

3
2

55
4

3 551
2

2

2
2

1
2

2
2;   

 
x y y

x y
1 1 2

2 2

3

2

= +
=






. 

 з) Например, Q z z z z( )=− − −1
2

2
2

3
2; 

x z z

x z z z

x z

1 1 3

2 1 2 3

3 3

3

= −
= + −
=










.

 и) Например, Q z z z z( )= − +1
2

2
2

3
213 ; 

x z z

x z

x z z z

1 1 2

2 2

3 1 2

4

4

= −
=
= − + 33










.

3. а) Например, Q y y y( )=− +2 2
2

3
2; f f f f= ( ) ( ) ( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 31 1 2 0 1 3 0 0 1 ; 

  
y x

y x x

y x

1 1

2 1 2

3 1

=
=− +
= −− +








 3 2 3x x

, 
x y

x y y

x y

1 1

2 1 2

3 2

=
= +
= 11 2 33+ +








 y y

; Te f→ =












1 0 0

1 1 0

2 3 1


.

 б) Например, Q y y( )= 2
2; f f f f= −( ) ( ) ( ){ ; ; , ; ; , ; ; }1 2 31 3 0 0 1 0 0 2 1 ;

  
y x

y x x x

y

1 1

2 1 2 3

3

3 2

=
= + −
= x3










, 
x y

x y y y

x

1 1

2 1 2 3

3

3 2

=
=− + +
= y3










;    

 Te f→ = −







1 0 0

3 1 2

0 0 1







.

 в) Например, Q z z z z( )= − −1
2

2
2

3
2; 
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  f f f=
















 −





1 2

1
2

0
1
2

1
2

0
1
2

; ; , ; ; 



















, ; ;f3

1
2

1
1
2

;

  
y x x x

y x x

y x

1 1 2 3

2 1 3

3 2

= − +
= −
=










; 

x z z z

x z

x z

1 1 2 3

2 3

3 1

1
2

1
2

1
2

1
2

= + +

=

= −− +










1
2

1
22 3z z

; Te f→ = ⋅











1
2

1 1 1

0 0 2

1 1 1


.

 г) Например, Q z z z z z( )= + − +1
2

2
2

3
2

4
22 2 ;

  f f f f f= ( ) −( ) −( ) −1 2 3 41 0 0 0 1 1 0 0 3 2 1 0 4 3; ; ; , ; ; ; , ; ; ; , ; ;−−( ){ }1 1; ;

  

z x x x

z x x x

z

1 1 2 3

2 2 3 4

3

2

= + −
= + −

= x x

z x
3 4

4 4

+
=











, 

x z z z z

x z z z

x

1 1 2 3 4

2 2 3 4

3

3 4

2 3

= − + −
= − +

= z z

x x
3 4

4 4

−
=











; 

  Te f→ =

1 1 3 4

0 1 2 3

0 0 1 1

0 0 0 1













.

 д) Например, Q z Q z Q z z z z z z( )= ( )+ ( )= +( )+ − − +( )1 2 1
2

2
2

3
2

4
2

5
24 ;

  f
f f f

f
=

( ) ( ) − −( )1 2 3

4

1 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 1 1 1

1 1 0 0 0

; ; ; ; , ; ; ; ; , ; ; ; ; ,

; ; ; ;(( ) ( )













, ; ; ; ;f5 0 0 0 0 1

;

  z x x1 1 42= + , z x2 4= , z x x3 2 3= − , z x4 3= , z x x x5 2 3 52= − + ; 

  x z z1 1 22= − , x z4 2= , x z z z5 3 4 52= − − , x z z2 4 5= + , x z3 5= .
 е) Например, Q y y y y( )= + −1

2
2
2

3
2;

  f f f f= ( )






 − −

1 2 31 0 0

1
2

1
2

1
2

3
2

1
2

1
2

; ; , ; ; , ; ;














;

  
y x x x

y x x

y x x

1 1 2 3

2 2 3

3 2 3

2= + −
= +
= −










, 

x y y y

x y y

x y y

1 1 2 3

2 2 3

3 2 3

1
2

3
2

1
2

1
2

1
2

1
2

= + −

= +

= −











; Te f→ = ⋅











1
2

2 1 3

0 1 1

0 1 1


.
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 ж) Например, Q y y y y( )= − −208 21
2

2
2

3
2;

 f f f f= −( ) ( ) −( ){ }1 2 31 6 1 0 1 0 0 2 1; ; , ; ; , ; ; ;

 
y x

y x x x

y x

1 1

2 1 2 3

3 1

4 2

10

=
=− + +
= +








 x3

, 
x y

x y y y

x

1 1

2 1 2 3

3

24 2

=
= + −
=−110 1 3y y+










; 

 Te f→ =
−

 1 0 0

24 1 2

10 0 1








. 

 з) Например, Q y y y y( )=− + +5 3 71
2

2
2

3
2;

 f f f f= ( ) ( ) − −( ){ }1 2 31 0 0 2 1 0 3 2 1; ; , ; ; , ; ; ;

 
y x x x

y x x

y

1 1 2 3

2 2 3

3

2

2

= − −
= +
= x3










, 
x y y y

x y y

x

1 1 2 3

2 2 3

3

2 3

2

= + −
= −
= y3










; Te f→ =












1 2 3

0 1 2

0 0 1

. 

 и) Например, Q y y y y( )= + +2 3 51
2

2
2

3
2;

 f f f f= ( ) ( ) −( ){ }1 2 31 1 0 0 1 0 1 4 1; ; , ; ; , ; ; ;

 
y x x

y x x x

y x

1 1 3

2 1 2 3

3 3

2

2

= −
= + +
=










, 
x y y

x y y y

x y

1 1 3

2 1 2 3

3 3

2

4

= +
= + −
=










; Te f→ =












1 0 1

1 1 4

0 0 1


.

 к) Например, Q y y y y( )= − +2 5 31
2

2
2

3
2;

 f f f f= ( ) − −( ) ( ){ }1 2 31 0 1 2 1 3 0 0 1; ; , ; ; , ; ; ;

 
y x x

y x

y x

1 1 2

2 2

3 1

2= +
=
=− + x x2 3+










, 
x y y

x y

x y y y

1 1 2

2 2

3 1 2 3

2

3

= −
=
= − +










; Te f→ =












1 2 0

0 1 0

1 3 1

.

4. а) Например, Q y y y y( )= − −1
2

2
2

3
2, P = ( , , )1 2 0 ,

 Te f→ =

1 5
2

2 8
2

1
2

2 13

2 13

     0     

     1      

 0       0      
113













 или Te f→ =





1         

      1      

0     0      

2 13

13

13

1 5
2

8
2

1
2

1








.

 б) Например, Q z y y y( )=− + −1
2

2
2

3
2, P = ( , , )1 2 0  , 
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 Te f→ =

−



 1 1

2

2

1

0
2 10

10

10

        

        1     

 0       0    









.

 в) Например, Q z y y y( )= − +1
2

2
2

3
2, P = ( , , )2 1 0  ,

 Te f→ =

−

−







1        

          0

0        1

29

29

29

8

1

4

1

0









.

 г) Например, Q z y y y( )= − +1
2

2
2

3
2, P = ( , , )2 1 0  , 

 Te f→ = ⋅ − −





1
2

1

1

1

3

2

1              

    1    

0      0      

3

3

3









.

 д) Например, Q y y y y( )= + −1
2

2
2

3
2, P = ( , , )2 1 0  , 

 Te f→ =

−







1 1

1

1

1

0
2 3

3

3

        

           0

 0       1



. 

 е) Например, Q y y y y( )= + −1
2

2
2

3
2, P = ( , , )2 1 0  , 

 Te f→ =

−

−







1 2 3

1 2

1

0
5 3 7

3 7

7

      

         

 0      0       








.

5. а) Например, Q y y y y y y( )=− + + − +1
2

2
2

3
2

4
2

5
224 ;

  L L L f f ff f
+ += =0

2 3 5{ , , }, L L
x x

x xf f
+ +=

+ =
+ =






0 1 5

2 4

5 0

0
: ;

  L L f f f ff
00

1 2 4 5= + +{ , } , L
x x

x

x
f

00
1 3

4

5

4 0

0

0

:

− =
=
=










.

 б) Например, Q y y y y y( )=− + + +1
2

2
2

4
2

5
2;

  L L f f ff
+ = { , , }2 4 5 , L

x x x x

xf
+ + + + =

=



: 1 2 3 5

3

2 0

0
;
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  L L f f ff
00

1 5 3= +{ , }, L
x x x x x

x x

x x x x
f

00

1 2 3 5 5

2 5

1 2 4 5

2

0

2 0

:

+ + + =

− =

− − + + =










. 

 в) Например, Q y y y y y( )= − − +4 71
2

2
2

4
2

5
2;

  L L f ff
+ = { , }1 5 , L

x x

x

x
f
+

+ =
=
=










:
2 4

3

5

0

0

0

; L L f f ff
+ =0

1 3 5{ , , }, 

  L
x x

x xf
+ − =

+ =






0 3 5

2 4

2 0

0
: ; L L f f f f ff

00
1 2 3 4 57 2= ⋅ + +{ , , },   

 L
x x x

x
f

00 1 3 5

4

2 2 7 4 2 7 0

0
:

( ) ( )− + + + =
=






.

 г) Например, Q y y y y y y( )=− + − + −1
2

2
2

3
2

4
2

5
24 16 ;

  L L L f ff f
+ += =0

2 4{ , }, L L

x x

x

x x
f f
+ +=

− =
=

− =










0
1 3

4

2 5

0

0

0

: ;

  L L f f f ff
00

1 2 4 52= + +{ , } , L
x x

x

x
f

00
1 3

4

5

3 0

0

0

:

− =
=
=










.

 д) Например, Q y y y y y1 1
2

2
2

3
2

5
25 2( )= + − + ; 

  f
f f f

f
=

( ) ( ) −( )
−

1 2 3

4

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1

0 2 0 1 0

; ; ; ; , ; ; ; ; , ; ; ; ; ,

; ; ; ;(( ) −( )













, ; ; ; ;f5 2 0 0 0 1

;

  y x x x1 1 3 52= − + , y x x2 2 42= + , y x3 3= , y x4 4= , y x x5 3 5=− + ; 
  x y y y1 1 3 52= − − , x y y2 2 42= − , x y3 3= , x y4 4= , x y y5 3 5= + ;

  L L f ff
− = { }0

3 4, , L
y

y

y
f
+

=
=
=










:
1

2

5

0

0

0

, L
x x x

x x

x x
f
+

− + =
+ =

− +
:

1 3 5

2 4

3 5

2 0

2 0

=








 0

.

  Например, L L f f ff
00

4 1 35= +{ }, , L
y

y

y y

f
00

2

5

1 3

0

0

5

=
=
=

=










,

34 XIV. Билинейные и квадратичные формы



  L

x x

x xf
00

2 4

3 5

2 0

=
+ =

− +

( )

=

− + + =










0

1 5 2 01 3 5x x x

. 

 е) Например, Q y y y y y1 1
2

2
2

3
2

4
23 2( )= + − − ; 

  f
f f f

f
=

( ) ( ) −( )
−

1 2 3

4

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 3 1 0 0

0 2 0 0 1

; ; ; ; , ; ; ; ; , ; ; ; ; ,

; ; ; ;(( ) − −( )













, ; ; ; ;

;
f5 0 8 2 0 1

  y x x1 1 42= + , y x x x2 2 3 53 2= + − , y x x3 3 52= + , y x4 4= , y x5 5= ; 
  x y y1 1 42= − , x y y y2 2 3 53 8= − − , x y y3 3 52= − , x y4 4= , x y5 5= ;

  L L f ff
+ = { }1 2, , L

y

y

y
f
+

=
=
=










:
3

4

5

0

0

0

, L
x x

x

x
f
+

+ =
=
=










:
3 5

4

5

2 0

0

0

.

  L L f f ff
00

5 2 4= +{ }, , L
y

y

y y
f

00
1

3

2 4

0

0=
=
=
=










, L
x x

x xf
00

1 4

3 5

2 0

2=
+ =
+ =
+ − − =










0

3 2 02 3 4 5x x x x

. 

 ж) Например, Q y y y y y1 1
2

2
2

3
2

5
22 2 7 6( )= − − + ; 

  f
f f f

f
=

( ) ( ) −( )
(

1 2 3

4

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

; ; ; ; , ; ; ; ; , ; ; ; ; ,

; ; ; ; )) −( )













, ; ; ; ;f5 0 1 0 0 1
;

  y x x x1 1 3 52= − + , y x x2 2 42= + , y x3 3= , y x4 4= , y x x5 3 5=− + ; 
  x y y y1 1 3 52= − − , x y y2 2 42= − , x y3 3= , x y4 4= , x y y5 3 5= + ;

  L L f ff
− = { }1 2, , L

y

y

y
f
−

=
=
=










:
3

4

5

0

0

0

, L
x

x

x x
f
−

=
=

− + =



:
3

4

3 5

0

0

0






.

  L L f f ff
00

4 1 2= +{ }, , L
y

y

y y
f

00
3

5

1 2

0

0=
=
=
=










,     

 L

x

x xf
00

3

3

0

=
=
− 55

1 2 3 4 5

0

2 2 0

=
− − − + =



x x x x x








. 

6. а) знакопеременной; 
 б) отрицательно определенной;
 в) знакопеременной; 
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 г) неположительно определенной;
 д) положительно определенной; 
 е) знакопеременной;
 ж) отрицательно определенной; 
 з) неотрицательно определенной.
7. а) p∈ −( , )2 3 . б) p∈ − −( , )6 3 . 
 в) p∈ − −( , )8 4 .  г) p∈ − +( , )4 2 3 4 2 3  .
8. а) p=−2, 3 1 1 2x x x= + .
 б) p=3, x x x x1 1 2 32 2= − − +( ).
 в) p=1, 2 3 3 21 2 3 1 3( ) ( )− + + = − +x x x x x .
 г) p=−2, 2 3 21 1 2 3x x x x= − + +( ).
9. а) при a∈ −∞− +∞∪( , ) ( , )2 2 : dim Lf

+( )= 2, dim Lf
+( )=0 2, 

  dim Lf
00 2( )= ;

  при a∈ − +( , )2 2 : dim Lf
+( )=3, dim Lf

+( )=0 3, dim Lf
00 1( )= ;

  при a=±2: dim Lf
+( )= 2, dim Lf

+( )=0 3, dim Lf
00 2( )= .

 б) при a∈ −∞− +∞∪( , ) ( , )3 5 : dim Lf
+( )= 2, dim Lf

+( )=0 3,
  dim Lf

00 3( )= ;
  при a∈ − +( , )3 5 : dim Lf

+( )=3, dim Lf
+( )=0 4, dim Lf

00 2( )= ;
  при a a=− =3 5, : dim Lf

+( )= 2, dim Lf
+( )=0 4, dim Lf

00 3( )= .
10. а) Является. б) Не является. в) Не является. 

г) Является. д) Не является. е) Является. 
ж) Не является.

11. а) p∈ +∞[ , )1 . б) Ни при каком р. в) p=1.

12. а) Te f→ = −

−

   0     0      

   1     0    

1     1       

6

6

6

1

2

4









;  другой вариант Te f→ =







1
3

1
2

1
3

1
3

1
2

          0

      0       0

          1









.

 б) Не может. в) Не может.

 г) Te f→ = −







1
7

1
7

1
7

     0      0

         

     0      1

1 1









. д) Te f→ =

− −

−





1
2

1
2

    1     1

    0          

       0       1

0 2








.

13. а) Te f→ =
− −













0 4

5
2 4 5

. б) Нельзя.
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 в) Te f→ =
− −











6 4
3 6

2
3 0

.

 г) Te f→ = + − + +

+













3
2 0 1

5 5 3
2 5 5 5 3 2

3 3
2 0 2 3 3



.  д) Нельзя.

 е) Te f→ =
−











6 2
5 6

0 1
5

.

 ж) Te f→ =

+

− − − −













0 2 2 5
2 2

0 5
2 0

3 2 3 6 2 5
2 3 3 2



. з) Нельзя.

 и) Te f→ = ⋅
− + − −
−

− − +













1

5

5 3 5 6 3

1 2 1

3 5 3 5 6 3

 

  или Te f→ = ⋅
+ − −

−

− − +












1

5

2 5 3 6 3

1 2 1

3 5 3 5 6 3


.

 к) Te f→ = ⋅

+ −

− − − +











1

3

2 3 1 1 2

11 3 1 1 2 3

2 3 0 0



 

  или Te f→ = ⋅

−

− + − −





1

3

2 3 3 0 1

7 3 3 3 2 3

2 3 0 0

1







.

 л) Te f→ =

− − −

+













1 4 2 2 5

0 1 4 2 3

0 0 2 2

.
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 м) Te f→ = ⋅

− − +

− − +












1

5

2 5 5 6 5 2

5 0 5

5 0 5 1


. 

Ответы на дополнительные задачи

14. Q y y y( )= −16 321
2

2
2.

15. B f =
− −
−











1       3 

     7     1

   3     1     2

2

2

.

21. dim( ) ( )M n rank B= −
23. Может.
24. P+ =1, P− =1, P 0 1= .
26. Если в R2, то P+ =1, P− =1, P 0 0=
29в. Контрпример. Пусть P n+ = −1, P 0 1= , тогда форма Q x( ) 

неположитель но определенная. Для формы Q x( ) есть единственная пря-
мая L Rn∈ , вне кото рой Q x( )> 0. Выберем базис, все векторы которого 
не лежат в L. Тогда для всех gk  имеем Q gk( )> 0.

30. P+ =1, P− =1, P n0 2= − .
31. Решение. Сделаем замену

 
y x

y x

y x

1 1

2 2

3 3

=
=
= −22 1 2x x+










, или 
x y

x y

x y

1 1

2 2

3

=
=
= 33 1 22+ −








 y y

, откуда 

Te f→ =













1 0 0

0 1 0

2 1 1

. 

В новом базисе f f f f= { , , }1 2 3  плоскость L  будет задана уравнением 
y3 0= . После подстановки y3 0=  в выражение для Q y( ) останутся слагаемые

 Q y y A y B y y C y1 1 2 1 1
2

1 1 2 1 2
22( , }= + + .

Из условий y x1 1= , y x2 2=  следует A A1= , B B1= , C C1= . Следовательно, 
{ , }f f1 2  – искомый базис. Из матрицы перехода Te f→  получаем f1 1 0 2= ( ; ; ),   
f2 0 1 1= −( ; ; ) .
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XV. ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Определения и формулы

Скалярным произведением в конечномерном линейном пространстве 
V  на зывается симметричная положительно определенная билинейная 
форма с обла стью определения V . Скалярное произведение векторов x  
и y  записывается в виде x y,( ). Конечномерное пространство V  с заданным 
в нем скалярным произ ведением называется евклидовым пространством.

Если известна матрица B f  в базисе f f f fn= …{ }1 2, , ,  той билинейной 
формы, которая задает скалярное произведение, то согласно общему вы-
ражению для би линейной формы

( , )x y b x yjk j k
k

n

j

n

=
==
∑∑

11

.

В матричном представлении x y X B Yf
T

f f,( )= ⋅ ⋅ .
Координатное пространство Rn со скалярным произведением, задан-

ным в каноническом базисе e формулой ( , )x y x yk k
k

n

=
=
∑

1

, обозначается E n 

и назы вается каноническим евклидовым пространством. В пространстве 
E n матрица B E= , и поэтому x y X YT,( )= ⋅ .

Длиной (модулем) вектора x  в евклидовом пространстве считается 

неотри цательное число x x x= ( ), . Угол ϕ между векторами задается фор-

мулой cos
,

ϕ=
( )
⋅

x y

x y
. Векторы ортогональны, если x y,( )= 0.

Матрицей Грама Gr a( ) набора векторов a a a am= …{ }1 2, , ,  называется 
симметричная квадратная матрица порядка m, которая состоит из попар-
ных скалярных произведений векторов набора: g a ajk j k= ( , ). Определитель 
этой матрицы G a a am1 2, , ,…( ) называется определителем Грама.

Если составить матрицу A размером n m×  из столбцов Ak, являющихся 
координатами векторов ak набора a, то Gr a A AT( )= ⋅ .

Для набора векторов f f f fn= …{ }1 2, , , , являющегося базисом евклидова 
пространства V , матрица Грама Gr f( ) совпадает с матрицей B  скалярного 
произведения в базисе f .



Матрица Грама любого набора векторов неотрицательно определена. 
Если набор векторов a имеет ранг r, то rank Gr a r( )( )= . В частности, ма-
трица Грама Gr a( ) невырожденная тогда и только тогда, когда набор a 
линейно независим.

Как следствие, набор a линейно независим тогда и только тогда, когда 
G a( )> 0.

Любая неотрицательно определенная симметричная квадратная ма-
трица G  порядка m и ранга r является матрицей Грама некоторого на-
бора векторов в пространстве размерности n r≥ . Как следствие, ее можно 
представить в виде Gr a A AT( )= ⋅ , где A – матрица размером n m×  ранга r.

Пусть набор a a a am= …{ }1 2, , ,  линейно независим. Тогда расстояние ρ 
от конца вектора x  до подпространства L L a a am= …{ }1 2, , ,  может быть вы-
числено из формулы, использующей определители Грама:

 ρ2 1 2

1 2

=
…( )
…( )

G a a a x

G a a a
m

m

, , , ,

, , ,
.

Примеры решения задач

Пример 1. Cкалярное произведение в стандартном базисе e простран-
ства R3 задается билинейной формой

B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y, .( )= + + − − + + − −5 5 2 21 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2  

а) Дополните вектор f1 1 1 0; ;( ) до ортогонального базиса.
б) Ортогонализуйте набор векторов

g g g g= ( ) −( ) −( ){ }1 2 31 0 0 3 0 5 1 0 2; ; , ; ; , ; ; .

в) Найдите вектор нормали к плоскости, заданной уравнением

L x x x: { 1 2 3 0+ + = .

Решение. Проверка показывает, что матрица билинейной формы по-
ложительно определенная, поэтому скалярное произведение определено 
корректно. Пусть строки матрицы F  размером m n×  состоят из координат 
векторов набора f f f fm= …{ }1 2, , , . Тогда вектор X , ортогональный всем 
векторам набора f , удовлетворяет системе F B Xe⋅ ⋅ = 0.

а) Для вектора X , ортогонального f1, получим уравнение

1 1 0

5

1

2

1

5

1

2

1

1

( )⋅ −
−

−
−












⋅ =( )⋅ =X X4 4 1 0, или {4 4 01 2 3x x x+ + = .
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В качестве частного решения возьмем вектор f2 1 1 0; ;−( ). Для вектора 
X , ортогонального векторам набора f f1 2,{ }, получим

 
1

1

1

1

0

0

5

1

2

1

5

1

2

1

1
−









⋅ −

−

−
−












⋅ =

−









⋅ =X X

4

6

4

6

1

3
0.

Решением этой системы будет вектор f3 3 1 8; ;− −( ). Искомый базис

f f f f= ( ) −( ) − −( ){ }1 2 31 1 0 1 1 0 3 1 8; ; , ; ; , ; ; .

б) Положим h g1 1= , h g h2 2 1= −λ . Тогда λ= ( )
( )
g h

h h
2 1

1 1

,

,
. Вычислим скаляр-

ные произведения:

g h2 1 3 0 5

5

1

2

1

5

1

2

1

1

,( )= −( )⋅ −
−

−
−












⋅












=

1

0

0

5,

h h1 1 1 0 0

5

1

2

1

5

1

2

1

1

,( )=( )⋅ −
−

−
−












⋅












=

1

0

0

5.

Итак, λ=1, тогда h g h2 2 1 2 0 5= − = −( ); ; .
Теперь найдем h g h h3 3 1 1 2 2= − −λ λ , где λ1

3 1

1 1

=
( )
( )
g h

h h

,

,
, λ2

3 2

2 2

=
( )
( )
g h

h h

,

,
. Вычис-

лим

g h3 1 0 1 2

5

1

2

1

5

1

2

1

1

,( )= −( )⋅ −
−

−
−












⋅












=−

1

0

0

5,

g h3 2 0 1 2

5

1

2

1

5

1

2

1

1

,( )= −( )⋅ −
−

−
−












⋅
−












=

2

0

5

5, 

h h1 1 5,( )= , h h2 2 2 0 5

5

1

2

1

5

1

2

1

1

,( )= −( )⋅ −
−

−
−












⋅
−












=

2

0

5

5.

Получим λ1=−1, λ2 =1. Следовательно,

h g h h3 3 1 2 1 1 3= + − = −( ); ; . 

В результате ортогонализованный набор

h h f h= ( ) −( ) −( ){ }1 0 0 2 0 5 1 1 32 3; ; , ; ; , ; ; .
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в) Нормаль к плоскости L L f f= −( ) −( ){ }1 21 1 0 1 0 1; ; , ; ;   должна удовлет-
ворять системе

 
1

1

1

0

0

1

5

1

2

1

5

1

2

1
−
−









⋅ −

−

−
−

11

6

3

6

0

3

1
0












⋅ =

−







⋅ =X X .

Решением этой системы будет вектор n 2 1 6; ;− −( ).

Пример 2. Какая из матриц B1

4

3

3

2
=







 или B2

14

6

6

3
=








 может быть ма-

трицей Грама для некоторого набора векторов f  пространства E 3? Если 
может, то приведите пример такого набора.

Решение. Проверка с использованием критерия Сильвестра показы-
вает, что матрица B1 знакопеременная, а матрица B2 положительно опре-
деленная. Следо вательно, только матрица B2 является матрицей Грама не-
которого набора век торов. Наша задача — представить матрицу B2 в виде 
B A AT

2 = ⋅ , где A – матри ца размером 3 2× , столбцы которой задают ко-
ординаты векторов искомого на бора в стандартном базисе e.

Разложение B A AT= ⋅  строится с помощью следующего приема. Будем 
счи тать матрицу B  матрицей положительно определенной квадратичной 
формы в стандартном базисе e пространства E 2. Согласно общей теории, 
существует базис f , в котором матрица формы имеет нормальный вид. 
Так как форма B  положительно определенная, ее матрица B f  в базисе f  
единичная. Тогда, сог ласно формуле для матриц квадратичной формы 
в разных базисах, будем иметь

B T E T T Tf e
T

f e f e
T

f e2 = ⋅ ⋅ = ⋅→ → → → , где Tf e→  – матрица 2 2× .

Найдем матрицу Tf e→ , приведя квадратичную форму с матрицей B2 
к каноническому виду: 

Q x x x x x x x x y y z z( )= + + = +( ) + = + = +14 3 12 3 2 2 2 31
2

2
2

1 2 1 2

2

1
2

1
2

2
2

1
2

2
2.

Здесь 
z y x

z y x z

1 1 1

2 2 2 2

2 2

3 2 3 3

= ⋅ = ⋅

= ⋅ = ⋅ + ⋅








, тогда Tf e→ =












2

2 3

0

3
.

Мы получили, что набор векторов f f1 22 2 3 0 3; , ;( ) ( ){ } в простран-
стве E 2 образует нужную нам матрицу Грама. В итоге ответом будет слу-
жить набор

g g g= ( ) ( ){ }1 22 2 3 0 0 3 0; ; , ; ; .
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То, что матрица Грама этого набора совпадает с B2, можно проверить 
непос редственно.

Второй способ. Выберем в пространстве E 3 вектор g2 3 0 0; ;( ) , 
для которого g g2 2 3,( )= . Тогда для вектора g x y z1 , ,( )  получим систему 

3 6

142 2 2

x

x y z

=

+ + =






. Получим x= 2 3 . Осталось положить y z= =1. В этом 

случае

g g g= ( ) ( ){ }1 22 3 1 1 3 0 0; ; , ; ; .

Пример 3. В пространстве P x2[ ] многочленов степени не выше двух 

скаляр ное произведение задано формулой ( , ) ( ) ( )f g f x g x dx=∫
0

1

. Приме-

ните процесс ортогонализации к набору многочленов

F f x f x f x x x x= = + −{ ( ), ( ), ( )} { , , }1 2 3
21 1 .

(Указание. x dx
b a

k
k

a

b k k

∫ =
−
+

+ +1 1

1
.)

Решение. На первом шаге положим g f1 1= , g f g2 2 1= − ⋅λ . Тогда 

λ=
( )
( )

f g

g g
2 1

1 1

,

,
. Вычислим числитель и знаменатель:

( , ) ( )( ) ( )f g x x dx x dx x
x

2 1

0

1
2

0

1 3 1

0

1 1 1
3

2
3

= − + = − = −









=∫ ∫ , 

( , ) ( )
( )

g g x dx
x

1 1
2

0

1 3 1

0

1
1

3
7
3

= + =
+

=∫ .

Получим λ= 2
7

, g x x x g
x

2 11
2
7

1
5 9

7
( )= −( )− ⋅ +( )⋅ = − . 

На втором шаге положим g f g g3 3 1 1 2 2= − ⋅ − ⋅λ λ , где λ1
3 1

1 1

=
( )
( )

f g

g g

,

,
, 

λ2
3 1

2 2

=
( )
( )

f g

g g

,

,
. Вычислим скалярные произведения:

( , ) ( )f g x x dx
x x

3 1
2

0

1 3 4 1

0

1
3 4

7
12

= + = +









=∫ , 

( , )
( )

f g
x x

dx
x x

3 2

2

0

1 3 4 1

0

5 9
7

5
21

9
28

1
12

=
−

= −









=−∫ ,
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( , )
( ) ( )

g g
x

dx
x

2 2

2

0

1 3 1

0

5 9
49

5 9
27 49

189
27 49

1
7

=
−

=−
−
⋅

=
⋅
=∫ .

Тогда

λ1

1
4

= , λ2

7
12

=− , 

g x x x
x

g
x x x x

3
2

1

2 21
4

1
7

12
5 9

7
12 12 2

12
6 6 1

6
( )= − ⋅ +( )+ ⋅

−
⋅ =

− +
=

− + .

Искомый набор

 g x1 1= + , g x
x

2

5 9
7

( )= − , g x
x x

3

26 6 1
6

( )= − + .

Пример 4. Cкалярное произведение в трехмерном пространстве V  с ба-
зисом f f f1 2 3, ,( ) задано матрицей Грама

G f =
−
−













3

0

1

0

2

1

1

1

1

. 

Найдите ортогональный базис в ортогональном дополнении L⊥ 
к подпростран ству L L a= { ( ; ; )}0 0 1  .

Решение. Вектор g2, ортогональный вектору g a1= , удовлетворяет 
матри чному уравнению

 0 0 1

3

0

1

0

2

1

1

1

1

( )⋅
−
−












⋅X == −( )⋅ =1 1 1 0X , или {x x x1 2 3 0− + = . 

В качестве частного решения возьмем вектор g2 1 1 0; ;( ). Для вектора g3, 
орто гонального g1 и g2, получим матричное уравнение

0

1

0

1

1

0

3

0

1

0

2

1

1

1

1









⋅
−
−












⋅ =

−







⋅ =X X

1

3

1

3

1

0
0.

Его решением будет вектор g3 2 3 5; ;− −( ). В результате ортогональный 
базис в про странстве L⊥:

 g g g= ( ) − −( ){ }2 31 1 0 2 3 5; ; , ; ; .
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Пример 5. Используя определители Грама, найдите в E 3 расстояние 
от век тора a( ; ; )3 2 4− −  до подпространства

L L b b b= − − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 33 2 1 1 3 2 1 4 3 .

Решение. Сначала стандартным образом вычислим ранг набора 
{ , , }.b b b1 2 3  Получим rank b b b L{ , , } dim( )1 2 3 2= = . В частности, L L b b= { , }1 2 . 
Расстояние ρ от точки a до подпространства L L b b= { }, 2  дается формулой

 ρ2 1 2

1 2

=
( )
( )

G b b a

G b b

, ,

,
.

Получим:

G b b a1 2

14

7

3

7

14

15

3

15

21

441, ,( )= −
−

−
− = , G b b1 2

14

7

7

14
147,( )=

−
−
= , 

ρ2 441
147

3= = , ρ= 3.

Типовые задачи

1. Выберите одну из билинейных форм B1 или B2, которая может за-
давать скалярное произведение в стандартном базисе e пространства R3. 
Найдите базис подпространства L, ортогональный относительно этого 
скалярного произведения.

а) B x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 12 4 3 3,( )= + + + + + + ,
 B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y2 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 23 2 2, ,( )= + + + + + + + +   

L x x x: { 1 2 32 0+ − = .
б) B x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 12 17 3 3,( )= + + − − + + −
 − −5 52 3 3 2x y x y ,
 B x y x y x y x y x y x y x y x y2 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 2 3 3 24 11 3 3,( )= + + + + + + ,
 L x x x: { 1 2 32 0− + = .
в) B x y x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 19 2 2 4 4 5 5,( )= + + + + − − −
 − −2 22 3 3 2x y x y ,
 B x y x y x y x y x y x y x y x y2 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 12 9 6 4 4 2 2,( )= + + + + − − −
 − −5 52 3 3 2x y x y ,
 L L a a= −( ) −( ){ }1 21 2 1 3 1 2; ; , ; ; .
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г) B x y x y x y x y x y x y x y1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 34 3 14 3 3 7,( )= + + + + − −
 − − −7 6 63 1 2 3 3 2x y x y x y ,
 B x y x y x y x y x y x y x y2 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 32 7 15 4 4 6,( )= + + + + − −
 − − −6 10 103 1 2 3 3 2x y x y x y ,
 L x x x: { 1 2 32 3 0+ + = .
2. Проверьте, что билинейная форма B x y,( ) может задавать скалярное 

произведение в R3. Дополните вектор f1 до ортогонального базиса отно-
сительно этого скалярного произведения.

а) B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y( , ) ,= + + + + − − − −1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 26 5 2 2

 f1 1 0 1; ;( ).
б) B x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

( , )= + + + + − − −

− −

3 2 5 2 2

2 2
1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

2 3 3 22,

 f1 1 1 2; ;( ).
в) B x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x

( , )= + − − − + + +

+ +

2 5 2 2 3 3

4 4
1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

2 3 3 yy2,

 f1 3 2 1; ;( ).
г) B x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y, ,( )= + + + + − − − −2 7 2 21 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2

f1 2 3 1=( ); ; .
д) B x y x y x y x y x y x y x y x y,( )= + + − − − − +2 3 14 2 2 2 21 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

 + +5 52 3 3 2x y x y ,
 f1 2 1 1= − −( ); ; .
3. Проверьте, что билинейная форма B x y,( ) может задавать скаляр-

ное произведение в R3. Ортогонализуйте набор векторов f  относительно 
этого скалярного произведения.

а) B x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

( , )= + + + + − − −

− −

4 2 5 2 2 3 31 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

2 3 3 22,
 f f f f= { ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 1 31 2 1 2  1   1  1   2  2 .
б) B x y x y x y x y x y x y x y x y,( )= + + + + + +14 3 14 6 6 4 41 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1,
 f f f f= ( ) −( ) −( ){ }1 2 31 0 1 1 3 2 4 0 2; ; , ; ; , ; ; .
в) B x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

( , )= − + + + + + +

+ +
1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

2 3 3 2

2 4 4 4 2 2

,,

,

 f f f f= − −( ) −( ) −( ){ }1 2 31 2 1 1 2 3 2 1 2; ; , ; ; , ; ; .
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г) B x y x y x y x y x y x y x y x y,( )= + + − − − − +14 40 17 22 22 3 31 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

 + +14 142 3 3 2x y x y ,
 f f f f= −( ) ( ) ( ){ }1 2 32 1 1 0 1 0 1 0 0; ; , ; ; , ; ; .
д) B x y x y x y x y x y x y x y x y,( )= + + + + − −11 13 3 31 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1,
 f f f f= ( ) ( ) −( ){ }1 2 30 1 0 2 0 3 1 3 4; ; , ; ; , ; ; .

4. Проверьте, что билинейная форма с матрицей B  может задавать 
скалярное произведение в стандартном базисе e пространства R3. Ука-
жите для этого скалярного произведения нормаль n к подпространству L.

а) B= −
−

−
−













5

2

1

2

2

1

1

1

1

, L L a a= −( ) ( ){ }1 21 1 2 2 2 1; ; , ; ; .

б) B= −
−

−
−













1

1

1

1

2

2

1

2

5

, L L a a= −( ) ( ){ }1 21 1 2 2 2 1; ; , ; ; .

в) B= −
−

−
−













1

1

2

1

5

1

2

1

5

, L x x x: { 1 2 3 0+ − = .

г) B=
−
−













7

2

2

2

5

1

2

1

2

, L L a a= −( ) ( ){ }1 21 0 1 2 1 1; ; , ; ; .

5. Проверьте, что билинейная форма B x y,( ) может задавать скалярное 
произве дение в стандартном базисе e пространства R3. Для подпростран-
ства L, за данного СЛАУ в базисе e, постройте СЛАУ в базисе e для ор-
тогонального дополнения L⊥. Укажите нормаль n к подпространству L.

а) B x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x

( , )= + + − − − − +

+ +

6 9 3 5 5 2 2

5 5
1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

2 3 33 2y ,

 L x x x: { 1 2 3 0− − = .
б) B x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

( , )

,

= + + + + − − −

− −

6 5 3 4 41 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

2 3 3 2

 L x x x: { 1 2 32 0+ − = .
в) B x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x

( , )= + + − − + + −

− −

7 29 2 2 11 111 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

2 3 33 2y ,
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 L x x x: { 1 2 32 3 0+ + = .
г) B x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x

( , )= + + − − − − +

+ +

4 9 3 5 5 2 2

4 4
1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1

2 3 33 2y ,

 L x x x: { 1 2 3 0− − = .
6. В пространстве P x2[ ] многочленов степени не выше 2, определен-

ных на отре зке [ , ]a b , задано скалярное произведение ( , ) ( ) ( )f g f x g x dx
a

b

=∫ .

(Указание. x dx
b a

k
k

a

b k k

∫ =
−
+

+ +1 1

1
.)

а) ( , ) ( ) ( )f g f x g x dx=∫
0

1

. Дополните многочлен f x x1( )=  до ортого-

нального базиса.

б) ( , ) ( ) ( )f g f x g x dx=∫
0

1

. Задайте вектор нормали к плоскости 

π= L x{ , }1 2 .

в) ( , ) ( ) ( )f g f x g x dx=∫
0

2

. Ортогонализуйте набор многочленов

 F x x= + −{ , , }1 1 12 .

г) ( , ) ( ) ( )f g f x g x dx=∫
0

1

. Ортогонализуйте набор многочленов

 F x x x= + −{ , , }1 1 2 .
7. Какая из матриц B1 или B2 может быть матрицей Грама для некото-

рого набора векторов f  пространства E 3? Если может, то приведите при-
мер такого на бора.

а) B1

4

3

3

2
=







, B2

5

1

1

10
=
−
−







.

б) B1

3

1

1

3
=







, B2

5

2

1

3
=







.

в) B1

5

4

4

3
=







, B2

4

2

2

1
=







.

г) B1

5

=
−

−







   4        2

5      6     3

   2      3     6






, B2 1

1

=
−

− −
−











   1  2      2 

2    5    

   2      14


.
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Дополнительно.

д) B1

2

4=
− −

−
−







5 4

6 1

2 1 1







, B2 3

3

= −
−













3    2     1 

2    4  

1       1

.

е) B1=
−
−

− −







   6      9    3 

   9    14    5

3   5       2







, B2 =













2    3      1

3     5     4

1     4     9

.

ж) B1 3 1= −
−













5     3      2

     2   

2   1      9

, B2 3=







1       3      2 

     10      9 

2       9    14







.

з) B1=













1    2     3

2    6     5

3     5     9
, B2 3

3

=











14     6    10 

  6     3     

 10        11


.

8. Используя определитель Грама, найдите в E 3 расстояние от вектора 
a до подпространства L.

а) a( ; ; )1 2 1− , L L b b b= − − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 32 1 2 3 1 2 1 2 4 .
б) a( ; ; )0 2 1− , L L b b b= − − − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 32 3 1 1 2 1 4 5 5 .
в) a( ; ; )1 1 5 , L L b b b= − − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 34 3 2 1 1 1 5 3 1 .
г) a( ; ; )−1 2 3 , L L b b b= − − − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 31 2 3 1 1 1 3 2 1 .

Дополнительные задачи

9. Запишите неравенство Коши—Буняковского для скалярного про-
изведения, за данного матрицей Грама G .

10. Два набора f f f fm= { , ,..., }1 2  и g g g gk= { , ,..., }1 2  являются базисами 
в подпро странствах L1 и L2пространства Rn. При каких соотношениях 
L L2 1= ⊥?

Ответы на типовые задачи

1. а) B x y2 ,( ); например, f1 1 1 0; ;−( ), f2 2 4 3; ;( ).
 б) B x y1 ,( ); например, f1 1 1 0; ;( ), f2 0 2 1; ;( ).
 в) B x y2 ,( ); например, f1 1 2 1−( ); ; , f2 61 38 49; ;− −( ).
 г) B x y1 ,( ); например, f1 2 1 0−( ); ; , f2 25 23 7; ;−( ).
2. а) Например, f2 1 0 0; ;( ), f3 9 4 1; ;−( ).
 б) Например, f2 0 1 0; ;( ), f3 7 10 3; ;− −( ).

Ответы на типовые задачи 49



 в) Не может.
 г) Например, f2 0 1 3; ;( ), f3 13 28 6; ;− −( ).
 д) Например, f2 3 2 0; ;( ), f3 4 7 2; ;−( ). 
3. а) g g= − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )} g  2  1   1  0  g 1  11 2 31 1 1 .
 б) g g g g= ( ) −( ) −( ){ }1 2 31 0 1 2 3 1 5 12 1; ; , ; ; , ; ; .
 в) Не может.
 г) g g g g= −( ) −( ) −( ){ }1 2 32 1 1 4 3 2 3 2 1; ; , ; ; , ; ; .
 д) g g g g= ( ) −( ) −( ){ }1 2 30 1 0 2 2 3 3 3 1; ; , ; ; , ; ; .
4. а) n= − −( )2 19 33; ; . б) n= − −( )21 1 7; ; .
 в) n= −( )36 5 14; ; . г)  n= −( )12 20 5; ; .

5. а) L
x x

x x x
⊥ + =

+ + =






:

4 0

4 3 0
1 3

1 2 3

, n= −( ; )4  11; 16 .

 б) L
x x

x x x
⊥ − =

− − =






:

2 0

7 3 5 0
1 3

1 2 3

, n= −( ; ; )1 1 2 .

 в) L
x x x

x x x
⊥ =

+ + =

+ + =







1 2 3

1 2 3

8 0

4 18 0
, n= −( ; ; )10 3 14 .

 г) L
x x x

x x x
⊥ =

− + =

− + + =







2 0

4 2 0
1 2 3

1 2 3

, n= −( ; ; )6 7 5 .

6. а) f x x x x= − − +{ , , }3 2 6 6 12 . б) n x x= − +15 16 32 .

 в) { , , }1 1 22 2
3x x x− − + . г) 1

5 9
7

6 6 1
6

2

+
− − +










x
x x x

, , .

7. а) B2; например, f f f= −( ) ( ){ }1 21 2 0 3 1 0; ; , ; ; .
 б) B1; например, f f f= ( ) −( ){ }1 21 1 1 1 1 1; ; , ; ; .
 в) B2; например, f f f= ( ) ( ){ }1 22 0 0 1 0 0; ; , ; ; .
 г) B2; например, f f f f= −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 31 2 2 0  0   1  0   3  1 .
 д) B1; например, f f f f= − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 31 2 2 0 0   1  1   0  1 .
 е) B1; например, f f f f= ( ) ( ) − −( ){ }1 2 31 2 1 1 3 2 0 1 1; ; , ; ; , ; ; .
 ж) B2; например, f f f f= { ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 31 3 2 0  0   1  0   3  1 .
 з) B2; например, f f f f= ( ) ( ) −( ){ }1 2 32 1 3 1 1 1 1 1 3; ; , ; ; , , ; .

8. а) r = 5 . б) r = 7
5 . в) r = 6 . г) r = 6 .
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XVI. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ И ИХ МАТРИЦЫ

Определения и формулы

Линейным оператором в линейном действительном пространстве V  
называ ется отображение A V V: → , удовлетворяющее условиям линей-
ности:

(1) для любых x V y V ,  выполняется A x y A x A y+( )= ( )+ ( );
(2) для любого x V  и любого λR  выполняется A x A xλ λ( )= ( ).
Вместо y A x= ( ) в большинстве случаев пишут y Ax= .
Линейный оператор переводит нуль-вектор в нуль-вектор.
Линейные операторы в одном и том же в линейном пространстве можно 

скла дывать и умножать на число. С этими операциями множество всех ли-
нейных опе раторов в линейном пространстве V  размерности n является 
линейным простра нством размерности n2.

В пространстве всех линейных операторов в линейном пространстве V  
можно определить ассоциативную операцию умножения, заданную фор-
мулой AB x A B x( ) = ( )( ). Эта операция дистрибутивна относительно сложе-
ния опера торов. В общем случае умножение операторов некоммутативно.

Линейный оператор E , действующий по формуле Ex x= , называется 
единичным оператором.

Линейный оператор называется обратным к оператору A (обозначение 
A−1), если выполняются соотношения A A AA E− −= =1 1 . 

Линейный оператор однозначно задается набором значений g Afk k=  
для всех векторов произвольного базиса пространства V .

Матрицей линейного оператора A в базисе f f f fn= …{ }1 2, , ,  (обозна-
чение Af ) называется квадратная матрица порядка n c элементами ajk , 
k  -й столбец которой состоит из коэффициентов разложения вектора Afk 
по базису f :

Af a fk jk j
j

n

=
=
∑

1

.

Соответствие операторов и матриц порядка n для любого базиса вза-
имно однозначное. Сумме операторов и произведению оператора на число 
соответ ствует сумма матриц и произведение матрицы на число. Произве-
дению опера торов соответствует произведение матриц.



Матрица единичного оператора в любом базисе единичная. Матрица 
обрат ного оператора в любом базисе является обратной к матрице исход-
ного опера тора. Обратный оператор A−1 существует тогда и только тогда, 
когда матрица оператора A в каком-то базисе невырожденная.

Если x f  и y f  – вектор-столбцы координат векторов x  и y, Af  – матрица 
линейного оператора A, то действие оператора задается матричной фор-
мулой y A xf f f= ⋅ .

Матрицы Af  и Ag  линейного оператора в разных базисах f  и g связаны 
соотношением A T A Tg g f f f g= ⋅ ⋅→ → , где Tf g→  – матрица перехода от базиса 
f  к базису g, Tg f→  – матрица перехода от базиса g к базису f .

Ранг и определитель матрицы оператора во всех базисах одинаковы. 
В част ности, если матрица оператора невырожденная в каком-то базисе, 
она невырож денная во всех базисах.

Образом линейного подпространства L  для линейного оператора A 
называ ется множество всех векторов y V∈ , представимых в виде y Ax= , где 
x L∈ . Обозначение образа A L( ). Образ любого линейного подпространства 
является линейным подпространством. Образ A V( ) всего пространства V  
называется образом оператора и обозначается Im A( ).

Прообразом линейного подпространства L для линейного оператора A 
(обозначение A L− ( )1 ) называется множество всех векторов x V∈ , для ко-
торых Ax L∈ . Прообраз любого линейного подпространства является ли-
нейным подпространством. 

Прообраз нуль-вектора называется ядром оператора и обозначается 
Ker A( ).

Рангом оператора называется число rank A Im A( )= ( )( )dim . Ранг опе-
ратора совпадает с рангом матрицы оператора в любом базисе.

Линейный оператор называется невырожденным, если dim .Ker A( )( )= 0  
В противном случае оператор называется вырожденным.

Линейный оператор является невырожденным тогда и только тогда, 
когда его матрица в произвольном базисе невырожденная.

Для оператора A в пространстве V  выполняется соотношение

dim dimIm A Ker A V n( )( )+ ( )( )= ( )=dim .

Примеры решения задач

Пример 1. Определите, является ли отображение A линейным опе-
ратором в пространстве R2 (обозначения: x x x= ( , )1 2 , векторы a b,  произ-
вольные).

а) A x x x( ) ( , )= +1 2 1 ; б) A x x x( ) ( ,| |)= 1 2 ; 
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в) A x x a a( ) ( , )= ⋅ ; г) A x x a x( ) ( , )= ⋅ ; 
д) A x x x a a( ) ( , )= − ⋅2 ; е) A x x x( ) ( , )= 1

2
22 ;

ж) A x x x x x( ) ( , )= − +1 2 2 12 .
Указание.
1. Для отрицательного ответа достаточно невыполнения необходи-

мого условия A 0 0( )= .
2. Оператор является линейным, если его действие в матричном виде 

задается формулой y A xf f= ⋅ .
3. Проверка по определению: для всех x y V, ∈  выполняется

A x y A x A yλ µ λ µ+( )= ⋅ ( )+ ⋅ ( ).
Решение.
а) Не является, так как A( )0 0≠ .
б) Не является, так как A x A x( ) ( )λ λ≠ ⋅  для x= ( ; )1 1  и λ=−1. 
в) Является. Проверим по определению 

A x y x y a a x a y a aλ µ λ µ λ µ+( )= +( )⋅ = ( )+( )( )⋅ =, , ,

= ( )⋅ + ( )⋅ = ( )+ ( )λ µ λ µx a a y a a A x A y, , . 

Замечание. Если | |a =1, то A – оператор ортогонального проектиро-
вания на прямую L a{ }).

г) Не является, так как A x A x A x( ) ( ) ( )2 4 2= ⋅ ≠ ⋅ .
д) Является, так как отображение A – линейная комбинация двух 

линейных операторов: единичного оператора A x x( )=  и операто-
ра пункта в).

е) Не является, так как A x A x( ) ( )λ λ≠ ⋅  при x= ( ; )1  0  и λ= 2.
ж) Является, так как оператор A задается матричной формулой

 A
x

x

x

x
⋅









=

−







⋅










1

2

1

2

1 1

2 1

  

    
.

Пример 2. Оператор Y F X= ( ) задан в пространстве квадратных матриц 
второго порядка формулой:

если X
x

x

x

x
=










11

21

12

22

, то Y F X
x x

x x

x x

x x
= ( )=

+
−

−
+











11 22

21 12

12 21

11 22

.

Докажите, что он линейный, и постройте матрицу этого оператора 
в каком-нибудь базисе. Укажите ядро Ker F( ) и образ Im( )F  оператора F .

Решение. (1) Пусть U
u

u

u

u
=










11

21

12

22

, V
v

v

v

v
=










11

21

12

22

. Проверим линейность:
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F U V
u v u v

u v u v

u v
+( )=

+ + +
+ − +

+( )( ) ( )

( ) ( )
11 11 22 22

21 21 12 12

12 12 −− +( )
+ + +










=

u v

u v u v
21 21

11 11 22 22( ) ( )

=
+
−

−
+










+

+
−

u u

u u

u u

u u

v v

v v
11 22

21 12

12 21

11 22

11 22

21 112

12 21

11 22

v v

v v
F U F V

−
+










= ( )+ ( ).

F U F
u

u

u

u

u u
λ

λ
λ

λ
λ

λ λ
( )=




















=

+11

21

12

22

11 222

21 12

12 21

11 22λ λ
λ λ
λ λu u

u u

u u−
−
+










=

= ⋅
+
−

−
+










= ⋅ ( )λ λ

u u

u u

u u

u u
F U11 22

21 12

12 21

11 22

.

(2) Сопоставим матрице X
x

x

x

x
=










11

21

12

22

 вектор-столбец X

x

x

x

x

R'=













∈

11

12

21

22

4.

В этом представлении действие оператора в матричной форме

F X F

x

x

x

x

x x

x
'( )=













=

+11

12

21

22

11 22

12−−

−
+













= ⋅
x

x x

x x

F Xe
21

21 12

11 22

', где Fe =
−

−







1

0

0

1

0

1

1

0

0

1

1

0

1

0

0

1








.

(3) rank Fe( )= 2, поэтому

dim Im F( )( )= 2, dim Ker F( )( )= − =4 2 2.

Нетрудно проверить, что

Ker F L( )=
−




























1

0

0

1

0

1

1

0
,




, Im F L( )=








 −

















1

0

0

1

0

1

1

0
, 




. 

Пример 3. В пространстве R3 базис f  и набор g заданы своими коорди-
натами в стандартном базисе e:

f f f f= { 1 2 3(3; 2; 1), (2; 1; 4), (3; 2; 2)}, 
g g g g= − − −{ 1 2 33(1; 2; 2), (1; 1; ), ( 1; 0; 1)}.

Линейный оператор A задан формулой Af gk k= . Найдите матрицы Ae 
и Af  оператора A в базисах e и f . В базисе e выразите вектор d Ab= , где 
be = (3; 2; 1).

Решение. (1) Определим два оператора F  и G , заданные условиями 
F e fk k( )= , G e gk k( )= . Для всех ek верно A F e G e gk k k( ( )) ( )= = . Следова-
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тельно, G A F= ⋅ . Операторному равенству соответствует матричное ра-
венство G A Fe e e= ⋅  в базисе e. Тогда для матрицы Ae: 

A G Fe e e= ⋅ =
−

−
−





−1

   1     1   1 

1     1     0

  2   3     1 








⋅






3    2    3 

2    1    2

1    4    2








=

− −
−
−

−1
2

4

1

 15  21    

      5      1

       3    −











1

. 

(2) Так как T Fe f e→ = , то

A T G F T F G F F F Gf f e e e e f e e e e e e= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅→
−

→
− − −( )1 1 1 1 .

Получим

Af =













−
3    2    3 

2    1    2

1    4    2

1

⋅⋅
−

−
−











   1     1   1 

1     1     0

  2   3     1 


=

−
− −

−

   12     1   7 

    5      

     0      8

1 2

15












.

(3) Действие оператора в матричной форме

d A be e e= =
− −

−
− −






 15  21    

      5      1

       3   

2

4

1 1








⋅












= −

 

  

  

    

 1

    2 

3

2

1

1










.

Пример 4. В пространстве R3 в стандартном базисе e заданы матрица 
опе ратора A и линейное многообразие H :

Ae = −
−











  1     0     2 

  1   1     1

  1   2    0


, H x x x: { 1 2 33 2− − =− .

Для многообразия A H( ) укажите размерность и параметрическое пред-
ставление в базисе e.

Решение. Вектор c= −( 1; 0; 1) является частным решением СЛАУ 
из одного уравнения H x x x: { .1 2 33 2− − =−  ФНР соответствующего одно-
родного уравнения составляют векторы a1= (3; 1; 0), a2 = (1; 0; 1). Тогда

H c L a a= + { , }1 2 , A H Ac L Aa Aa( ) { , }= + 1 2 .

Вычислим координаты векторов b A a1 1= ( ), b A a2 2= ( ), c A c1= ( ):

b1

3

1= −
−












⋅

1    0    2 

1  1    1

1  2   0

 

 

  

 

 

 10

3

2












=












,
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b2 = −
−












  1     0    2 

  1   1    1

  1   2   0

⋅












=













 

 

 

 

 

 1

1

0

1

3

2 ,

c1

1

0= −
−












⋅
−1    0    2

1  1    1

1  2   0

  

   

  

  

11

1

0












=
−












.

Итак, b b1 2= , поэтому 

A H c L b( ) ( ; ) { ( ; )}= − +1 11 3 1 0;  1   2; , dim( ( ))A H =1.

Пример 5. Линейный оператор A задан своей матрицей в стандартном 
базисе e e e e= { , , }1 2 3 : 

Ae =
−

− −












  2       3 

  3      1    2

1       1

2

1


.

Найдите его матрицу Af  в базисе f e e e= −{ , , }3 1 2 .
Решение. Из условия следует, что

Te f→ = −













0    1     0 

0    0  1

1    0     0 
, откуда T Tf e e f→ →

−= =
−






( ) 1

0     0    1 

1     0    0

0  1    0






. 

Следовательно,
A T A Tf f e e e f= ⋅ ⋅ =

=
−







→ →

0     0    1 

1     0    0

0  1    0







⋅

−

− −





  2       3 

  3      1    2

1       1

2

1








⋅ −






0    1     0 

0    0  1

1    0     0








=

−

− −

   1          

   3      2     

2   3

1 1

2

      1












.

Другой способ. Рассмотрим разложения

Af Ae e e e f f f1 3 1 2 3 1 2 33 2 3 2= = + + = + − ,

Af Ae e e e f f f2 1 1 2 3 1 2 32 3 2 3= = + − =− + − ,

Af Ae e e e f f f3 2 1 2 3 1 2 32 2=− = − + = + + .

По определению матрицы оператора Af =
−

− −







   1          

   3      2     

2   3     1

1 1

2







.
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Пример 6. Приведите пример матрицы Ae  в стандартном базисе 
e e e e e= { , , , }1 2 3 4  такого линейного оператора A в пространстве R4, для ко-
торого:

а) ядро Ker A L e e e e e e e e e( ) { , , }= + − − + + −1 2 4 2 3 4 1 3 42 3    , 
 образ Im( ) { , , }A L e e e e e e e e e= − + − + − +1 3 4 1 2 3 1 2 4    2 .
б) ядро Ker A L e e e e e e e e e( ) { , , }= + − − + + −1 2 4 2 3 4 1 2 32    , 
 образ Im( ) { , , }A L e e e e e e e e e= + − − + − −1 2 3 1 2 4 2 3 4    .
Решение. а) Необходимое условие выполнено:

dim dim ImKer A A( )( )+ ( )( )= + =2 2 4.

Оно оказывается и достаточным. Базис f f1 2,{ } в Ker A( ) следует допол-
нить двумя векторами f f3 4,{ } до базиса в R4. Оператор A должен удовлет-
ворять соотношениям

Af g1 1 0= = , Af g2 2 0= = , Af g3 3= , Af g4 4= ,

где g g3 4,{ } – базис в Im A( ). Например,

 f1 1 1 0 2= −( ); ; ; , f2 0 1 1 1= −( ); ; ; , f3 1 0 0 0=( ); ; ; , f4 0 0 0 1=( ); ; ; ,

 g3 1 1 0 1= −( ); ; ; , g4 1 1 1 0= −( ); ; ; . 

Тогда матрица Ae должна удовлетворять матричному уравнению

Ae ⋅ −

   1     0     1    0

   1     1     0    0 

   0      1   0    0 

2     1     0    1

 

−













=

0     0     1     1

0    0     

0    0     0      

0    0 

− −1 1

1

          01













, Ae =
− − − −
   1     1     2     1

       

   0    2     3   

1 1 2 1

    

            0

1

1 1 1− −













.

б) Такого оператора не существует, так как необходимое условие 
не выпол няется:

dim dim ImKer A A( )( )+ ( )( )= + ≠2 3 4.

Пример 7. Составьте в стандартном базисе e e e= { , }1 2  евклидова простра-
нства E 2 матрицы следующих операторов.

а) Оператора проектирования на ось OX.
б) Оператора проектирования на прямую x x1 2= .
в) Оператора проектирования на прямую x x1 22= .
г) Оператора зеркального отражения относительно прямой x x1 22= .

Решение. а) Ae e1 1= , Ae2 0= , следовательно, Ae =










1   0

0   0
. 
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б) Проекции векторов e1 и e2 на биссектрису первого координатного 
угла попадают в точку с координатами (½, ½), то есть

Ae e e1 1 2= ⋅ +1
2

( ), Ae e e2 1 2= ⋅ +1
2

( ), откуда Ae = ⋅









1
2

1   1

1   1
.

в) Используем формулу оператора проектирования Ax
x a
a a

a= ⋅
( , )
( , )

, где 

a= ( ; )2 1 , для вычисления образов векторов базиса e e e= { , }1 2 :

Ae a e e
e e

1 1 2
1 22

5
2
5 2

4 2
5

= = ⋅ + =
+

( ) , Ae a e e
e e

2 1 2
1 21

5
1
5 2

2
5

= = ⋅ + =
+

( ) .

Следовательно, Ae = ⋅










1
5

 4   2  

 2    1 
. 

г) Выберем ортогональный базис f f f= −{ ( ; ), ( ; )}1 22 1 1 2 , тогда

Te f→ = −











 2     1  

 1   2
, Tf e→ = ⋅

−











1
5 2

 2    1  

 1   
. 

В базисе f  имеем Af f1 1= , Af f2 2=− . В результате

Af = −











1     0 

0  1
, 

A T A Te e f f f e= ⋅ ⋅ = ⋅
−









⋅→ →

1
5 2

 2    1  

 1   

1     0 

0   

 2    1  

 1   

 3     4 

−









⋅ −









= ⋅

1 2
1
5

  

 4   −









3
.

Пример 8. В пространстве E 3 задана плоскость π : x x x1 2 32 2+ − ={ 0 . 
По стройте ортогональный базис f , два базисных вектора которого лежат 
в плос кости π. Укажите матрицу перехода Te f→ . Укажите матрицу в базисе 
e опера тора P  ортогонального проектирования на плоскость π и оператора 
S зер кального отражения относительно плоскости π.

Решение. Нормалью к плоскости π служит вектор f1 2= −(1; 2; ). В пло-
скости π выберем два вектора, которые были бы ортогональны друг другу. 
Если выбрать f2 = (2; 1; 2), то третий вектор является решением СЛАУ 

x x x

x x x
1 2 3

1 2 3

2 2

2 2

+ − =

+ + =







0

0
, откуда f3 2= −(  2; 1); . Матрицы перехода

Te f→ =
−

−







   1    2   2

             2

          

2 1

2 2 1






, T Tf e e f→ →

−= = ⋅
−

−

1 1
9

2 1

2 2

   1    2   2

             2

          11












.
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Из определения операторов проектирования и зеркального отражения 
следует, что матрицы операторов P  и S в базисе f  имеют вид

Pf =













0   0   0 

0   1   0

0   0   1

, S f =
−











1   0   0 

   0   1   0

   0   0   1

.

В базисе e, используя формулы P T P Te e f f f e= → → , S T S Te e f f f e= → → , полу-
чим:

Pe = ⋅








1
9

1 2 2

2 1 2

2 2 1


⋅













0 0 0

0 1 0

0 0 1

⋅⋅












1 2 2

2 1 2

2 2 1


= ⋅


1
9

8 2 2

2 5 4

2 4 5








,

Se = ⋅








1
9

1 2 2

2 1 2

2 2 1


⋅












1 0 0

0 1 0

0 0 1


⋅







1 2 2

2 1 2

2 2 1






= ⋅

1
9

7 4 4

4 1 8

4 8 1












.

Пример 9. Вычислите:

а) A100

100

=
−













 3      1  

 1    3
. б) A99

99

=
−
−











 3    1 

 5    3
. 

Решение. а) Оператор

A=
−












= ⋅

−





 3      1  

 1    3

 cos    

2
6
π
−− −








−





 −







sin   

       

π

π π

6

6 6
sin cos 













является комбинацией поворота с растяжением. Значит, при возведе-
нии в степень 100 множитель 2 возводится в степень 100, а 100 поворо-

тов на угол φ π
=−

6
 дают поворот на угол φ π π π

=− =− −
100

6
16

2
3

. Следо-
вательно,

A100 1002

2
3

2
3

= ⋅
−






 − −









−

 cos    sin   

 

π π

sin
22
3

2
3

π π





 −





















      cos



=
−

− −












2

2
1
2

100
  

1
2

       
3

2
  

 
3

    



.

б) Можно убедиться в том, что
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A2 =
−
−











−
−









 3    1 

 5    3

 3    1 

 5    3
=








=

 4    0

 0    4
4E .

Следовательно,

A A A A99 2 49 49 984 2= ⋅ = ⋅ = ⋅
−
−









( )

 3    1  

 5    3
.

Типовые задачи

1. Определите, какие операторы в пространстве R2 являются линей-
ными (обоз начения: x x x= ( ; )1 2 , a b,  – произвольные фиксированные не-
нулевые векторы).

а) A x( )= 0. б) A x x( )= 2
в) A x a( )= . г) A x x x( )= ⋅3 2 .

д) A x
x
x

( )
| |
= . е) A x x a( )= ⋅2 .

ж) A x a x a( ) ( , )= ⋅ .  з) A x x x x x( ) ( ; )= + −1 2 1 22 .
Дополнительно.
и) A x x x a a( ) ( , )= − ⋅2 .  к) A x a x x( ) (( , ); )= 1 .
л) A x x x( ) ( ; )= 1

2
22 . м) A x x x x( ) ( ; )= 2 1 1 2 .

н) A x x x( )= ⋅3 2 . о) A x a x b x( ) (( , );( , ))= .
п) A x a x x( ) ( , )= ⋅ . р) A x b a x( ) | ( , ) |= ⋅ .
с) A x x a b( ) ( , )= ⋅ . т) A x x x( ) ( ; |)= 1 2 | .
у) A x a x( ) ( ;( , ))= 0 . ф) A x x x( ) ( ; )= +0 1 2 .
х) A x a x x( ) (( , ); )= 1 . ц) A x x a( ) | |= ⋅ .
ч) A x x x( ) ( ; )= 2 12 . ш) A x x x( ) ( ; )= 1 2 .
щ) A x x x( )= −( )2 1; . э) A x x x( )= +( )1 21; . 
ю) A x a x( )= ⋅ . я) ;A x x( )=( )3 02 .
2. Определите, какие операторы в пространстве R3 являются линей-

ными (обозначения: x x x x= ( , , )1 2 3 , a b,  – произвольные фиксированные 
векторы).

а) A x x x( )= ⋅3 . б) A x x x x( ) ( ; ;min( , ))= 0 1 2 3 .
в) A x a x a( ) ( , )= ⋅ . г) A x a x x( ) (( , ); ; )= 1 0 .
д) A x x a b( ) ( , )= ⋅ .  е) A x x x( ) ( ; ; )= −2 02 1 .
ж) A x x b a( ) | |= ⋅ ⋅3 .  з) A x x x x( ) ( ; ; )= −2 1 1 1 . 
3. В базисе e заданы вектор x  и матрица Ae оператора A. Найдите вектор 

 y Ax= .

а) Ae =
−
−











4

7

3

2
, x= −(2; )5 . б) Ae =

−









9

2

2

5
, x= −(3; )1 .
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в) Ae =
−

−

−
−













2

3

1

3

2

2

1

2

3

, x= − −(1; ; 1)2 . г) Ae = −
− −

−













3

4

2

2

1

3

1

5

3

, x= (4; 2; 1).

4. Линейный оператор A задан матрицей Ae =













1    2    3

4    5    6

    8    97

 в стандартном 

базисе e e e e= { , , }1 2 3 . Найдите его матрицу Af  в базисе f .
а) f e e e= −{ , , }3 1 2 . б) f e e e e= + −{ , , }2 1 3 1 . 
в) f e e e e= −{ , , }1 3 1 2 . г) f e e e e= − +{ , , }1 3 1 2 .
д) f e e e e= − −{ , , }1 2 3 2 .
5. Линейный оператор A задан матрицей Ae в стандартном базисе e. 

Найдите его матрицу Af  в базисе f .

а) Ae =
−
−











1

2

1

1
, f f f= { ( ; ), ( ; )}1 24 3 5   4 .

б) Ae = −











2

5

4

1
, f f f= − −{ ( ; ), ( ; )}1 21 3 5 2  .

в) Ae =
−

−











1

2

1

2

3

0

1

1

1

, f f f f= − − − − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 31 1 1 2 3 3 1 2 1    .

г) Ae =
−













2

1

1

1

2

0

0

2

1

, f f f f= −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )}1 2 33 1 1 1 1  0   0   1  1 .

6. Найдите матрицу в базисе f f f f= { , , }1 2 3  оператора дифференциро-
вания D  в пространстве многочленов P x2[ ] степени не выше второй.

а) f x1 1= + , f x x2
2= − , f x3

2 1= − . 
б) f x x f x f x x1

2
2

2
3

21 3 2 2 1 2= + + = − = + +, , .
в) f x f x x f x x1

2
2

2
3

21 2 3 2 5 2 3= + = + + = + +, , .
7. Для оператора F , заданного формулой y F x= ( ), где x L∈ 1, y L∈ 2, 

дока жите, что он линейный, и постройте матрицу Fgf  этого оператора. 
Укажите ядро Ker F L( )∈ 1  и образ Im( )F L∈ 2 оператора F . Если не ука-
заны конкрет ные базисы f  и g в пространствах L1 и L2, в пространствах 
Rn, M m n[ , ] и P xn[ ] подразумевается стандартный базис e.

а) L R1
3= , L R2

1= , F x x x x(( ; ; ))1 2 3 1= . 
б) L L R1 2

3= = , F x x x x x x(( ; ; )) ( ; ; )1 2 3 2 3 1= .
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в) L L M1 2 2 2= =   [ , ], F  обнуляет в матрице X  недиагональные эле-
менты.

г) L M1 2 2=   [ , ], L M2 2 1=   [ , ], F  оставляет в матрице X  первый стол-
бец.

д) L M1 2 2=   [ , ], L R2 = , F X x( )= 11.

е) L L M1 2 2 2= =   [ , ], F X B X( )= ⋅ , где B=










1 2

3 4

    

   
.

ж) L L M1 2 2 2= =   [ , ], F X X T( )= , 

f g= =








 −









 

   0

   1
 

    0

  1
 

   1

0

1

0

0
, ,

11

1 1   0
 

  0   1

   0
 









 −



















,

.

з) L P x1 3= [ ], L P x2 2= [ ], F p x p x( ( )) '( )= .
и) L P x1 1= [ ], L P x2 2= [ ], F p x p x( )( )= ( )2 .
к) L L P x1 2 2= = [ ], F p x p x( )( )= +( )1 .
л) L L P x1 2 3= = [ ], F p x p x( ( )) '( )= .
Дополнительно.
м) L L P x1 2 2= = [ ], F p x x p x( ( )) ( ( ))'= ⋅ .
н) L P x1 2= [ ], L P x2 2= [ ], F p x p x( )( )= ( )( )2 ''.
о) L P x1 2= [ ], L P x2 2= [ ], F p x p x( )( )= ( )( )′ 2 '.
п) L L P x1 2 2= = [ ], F p x x p x( )( )= ⋅ ( )' .
р) L L P x1 2 2= = [ ], F p x x p x x p x( ( )) ( ( ))' '( )= ⋅ − ⋅ .

с) L P x1 1= [ ], L P x2 2= [ ], F p x p t dt
x

( ( )) ( )=∫
0

, f e= , g x x x= + − −{ , , }.1 1 12

Указание. t dt
b a

k
k

a

b k k

∫ =
−
+

+ +1 1

1
. 

т) L L P x1 2 2= = [ ], F p x
x

p t dt
x

( ( )) ( )= ∫
1

0

, f g x x x= = + − −{ , , }1 1 12 .

у) L P x1 3= [ ], L R2
1= , F p x p x dx( ( )) ( )=

−
∫

1

1

.

ф) L L P x1 2 2= = [ ], F p x p t dt
x

( ( )) '( )=∫
0

, f g x x x= = + − −{ , , }1 1 12 .

х) L L P x1 2 2= = [ ], F p x
x

t p t dt
x

( ( )) '( )= ⋅∫
1

0

, f g x x x= = + − −{ , , }1 1 12 .

8. В пространстве E 2 в стандартном базисе e e e= { , }1 2  укажите матрицу 
опера тора ортогонального проектирования на прямую L.

а) L L e= { }1 .  б) L L e e= +{ }1 2 . 
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в) L x x: { 1 22 0− = .  г) L L e e= −{ }2 2 1 .
9. В пространстве E 2 в стандартном базисе e e e= { , }1 2  укажите матрицу 

оператора зеркальной симметрии относительно прямой L.
а) L x: { 2 0= . б) L x x: { 1 2 0− = .
в) L L e e= −{ }2 1 . г) L x x: { 1 22 0+ = . 
10. В пространстве E 3 или E 4 в стандартном базисе e e e= { , ,...}1 2   ука-

жите матрицу оператора P  ортогонального проектирования на подпро-
странство π (прямую, двумерную плоскость или гиперплоскость).

а) π= −( ){ }L a 1 2 1; ; . б) π= ( ){ }L a 1 2 2; ; .
в) π : x x x1 2 32 2+ − ={ 0. г) π : {x x x1 2 3 0− + = .

д) π : {x x x x1 2 3 4 0− − − = . е) π :
x x x x

x x x x
1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

2 2 0

+ − − =

+ − − =






.

Дополнительно.
ж) π : {x x x1 2 32 0+ − = . з) π : {x x x x1 2 3 42 0− + − = .

и) π :
2 2 0

2 2 0
1 2 3 4

1 2 3 4

x x x x

x x x x

− − + =

+ + + =






.

11. В пространстве E 3 или E 4 в стандартном базисе e e e= { , ,...}1 2  ука-
жите матрицу оператора S зеркальной симметрии относительно подпро-
странства π (прямой, двумерной плоскости или гиперплоскости).

а) π= − −L a{ ( ; ; )}2 1 1 . б) π= ( ){ }L a 2 2 1; ; .
в) π : x x x1 2 32 2+ − ={ 0. г) π : {x x x1 2 3 0− + = .

д) π : {x x x x1 2 3 4 0− + + = . е) π :
2 2 0

3 2 2 3 0
1 2 3 4

1 2 3 4

x x x x

x x x x

+ + − =

+ + − =






.

Дополнительно.
ж) π : {x x x1 2 32 2 0− + = . з) π : {2 2 01 2 3 4x x x x− + + = .

и) π :
x x x x

x x x x
1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

2 2 0

+ − − =

+ − − =






.

12. В стандартном базисе e задана матрица Ae оператора A и линейное 
подпро странство L. Укажите размерность подпространства A L( ) и СЛАУ 
для него в базисе e.

а) Ae = −
−









4

3

3

0
, L x x: {2 3 01 2+ = . 

б) Ae =
−

−
−













1

2

1

3

3

2

2

5

1

, L L a a= − − − −{ ( ; ), ( ; ; )}1 23 1 3 1 1; 1  .
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в) Ae = −
−













3

1

2

5

2

1

0

3

2

, L x x x: {2 01 2 3+ − = .

г) Ae = −
−













1

1

1

0

1

2

2

1

0

, L x x x: {2 3 01 2 3− + = .

13. В стандартном базисе e задана матрица Ae оператора A и линей-
ное много образие H . Укажите СЛАУ для многообразия A H( ) и его раз-
мерность.

а) Ae =
−









2

1

4

3
, H x x: {3 4 11 2− = . 

б) Ae = −
−
−
−













2

3

1

4

1

5

3

1

2

, H c L a a= − + − −( ; ; ) { ( ; ), ( ; ; )}1 0 1 1 2 3 41 2  1; 2   .

в) Ae = −
−

−













2

1

3

4

2

1

1

1

2

, H x x x: {− + + =2 2 111 2 3 .

г) Ae = −
−













1

1

1

0

1

2

2

1

0

, H x x x: { 1 2 33 2− − =− .

14. В пространстве R3 в стандартном базисе e заданы другой базис f  
и набор g. Для линейного оператора A выполняется Af gk k= . Найдите ма-
трицы Ae и Af  оператора A в базисах e и f .

а) f f f f= −{ 1 2 3(1; 0; 1), (`1; 1; 0), (1; 0; 0)},
 g g g g= { 1 2 3(3; 0; 3), (1; 1; 0), (2; 1; 1)}.
б) f f f f= { 1 2 3(0; 1; 2), (1; 2; 1), (0; 1; 1)},
 g g g g= { 1 2 3(3; 6; 3), (4; 4; 0), (1; 3; 2)}.
в) f f f f= −{ 1 2 3(1; 1; 1), (0; 1; 1), (0; 0; 1)},
 g g g g= − −{ 1 2 31 3( 1; ; 0), (0; 3; ), (1; 2; 1)}.
г) f f f f= − −{ 1 2 31 1(0; 0; 1), (0; 1; ), (1; ; 1)},
 g g g g= − − −{ 1 2 34 1(1; 0; 2), ( 1; 2; ), (2; ; 5)}.
15. В пространстве R3 в стандартном базисе e заданы другой базис f , 

набор g и вектор x . Для линейного оператора A выполняется Af gk k= . 
Найдите координаты вектора y Ax=  в базисе f .

а) f f f f= −{ 1 2 3(1; 0; 1), (`1; 1; 0), (1; 0; 0)},
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 g g g g= { 1 2 3(3; 0; 3), (1; 1; 0), (2; 1; 1)}, x= −(1; ; 2)1 .
б) f f f f= { 1 2 3(0; 1; 2), (1; 2; 1), (0; 1; 1)}, 
 g g g g= { 1 2 3(3; 6; 3), (0; 1; 1), (1; 3; 2)}, x= −(1; ; 2)1 .
в) f f f f= −{ 1 2 31(1; 1; ), (0; 1; 1), (0; 0; 1)},
 g g g g= − −{ 1 2 31 3( 1; ; 0), (0; 3; ), (1; 2; 1)}, x= (1; 3; 2).
г) f f f f= − −{ 1 2 3 1(0; 0; 1), (0; 1; 1), (1; ; 1)},
 g g g g= − − −{ 1 2 34 1(1; 0; 2), ( 1; 2; ), (2; ; 5)}, x= −(1; ; 3)1 . 
16. В пространстве R2 или R3 в стандартном базисе e заданы другой ба-

зис f , набор g и многообразие H . Для линейного оператора A выполняется 
Af gk k= . Для многообразия A H( ) постройте СЛАУ в базисе f . 

а) f f f= −{ 1 2(1; 1), (1; 0)}, g g g= −{ 1 23(1; ), (1; 1)}, 
H c L a= +(4; 5) { (2; 1)}.

б) f f f= − −{ 1 22(1; ), ( 1; 3)}, g g g= −{ 1 23(2; ), (2; 1)}, H
x x

x x
:

  

  
1 2

1 2

3 1

2 2

− =

+ =






.

в) f f f f= − − −{ 1 2 33 1(1; 1; 2), (1; 1; ), ( ; 0; 1)}, 

g g g g= − − −{ 1 2 34 2 1( ; 2; 4), (5; ; 2), (3; ; 1)}, H
x x x

x x x
:
− + + =

− − =







1 2 3

1 2 3

5 2 3

3 2 2     
.

г) f f f f= { 1 2 3(3; 2; 3), (1; 1; 1), (1; 1; 2)},
 g g g g= − − −{ 1 2 3(11; 8; 12), ( 3; 1; 1), (4; 3; 5)},
 H c L a a= +(1; 0; 0) { (1; 2; 1), (1; 1; 2)}1 2 .
д) f f f f= −{ 1 2 3(1; 1; 0), (0; 1; 1), (0; 1; 0)},
 g g g g= { 1 2 3(3; 3; 0), (0; 1; 1), (1; 2; 1)},
 H x x x: 2 7 3 71 2 3+ + ={ .
Дополнительно.
е) f f f f= −( ) ( ) −( ){ }1 2 32 2 1 12; 1; 3 , , ; 1; 2; ; ,
 g g g g= ( ) −( ) −( ){ }1 2 34 3 2; 5; 1 , ; 7; 1 , ; 5; 6 ,
 H x x x: 1 2 3 2− − ={ .
ж) f f f f= ( ) −( ) ( ){ }1 2 32 1 1 1; 1; 2 , 2; , ; 2; 2; , 
 g g g g= − −( ) ( ) −( ){ }1 2 363; 5; 1 , ; 4; 7 , 9; 1; 6 ,
 H x x x: 1 2 32 3− − =−{ .
з) f f f f= −( ) ( ) − −( ){ }1 2 31 11; 2; 1 , ; 2; 2 , ; 1; 1 , 
 g g g g= ( ) − −( ) ( ){ }1 2 3 33; 1; 5 , 0; 4; 1 , ; 5; 6 ,
 H x x x: 2 2 3 11 2 3− + ={ .
и) f f f f= −( ) ( ) − −( ){ }1 2 31 0 11; 2; , ; 1; 1 , ; 1; 1 ,
 g g g g= ( ) −( ) −( ){ }1 2 32 1 7 8; 9; 2 , ; 3; 4 , ; 9; ,
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 H x x x: 4 5 51 2 3+ + ={ .
к) f f f f= ( ) ( ) −( ){ }1 2 31 11; 0; 2 , ; 1; 0 , ; 1; 3 ,
 g g g g= ( ) −( ) −( ){ }1 2 34 33; 4; 0 , ; 1; 8 , ; 4; 11 ,
 H x x x: 3 81 2 3+ − ={ .
17. Приведите пример матрицы линейного оператораA в стандартном 

базисе e e e= { , ,...}1 2  в Rn с заданными ядром и образом. 
а) в R3, Ker A L e( ) { }= 1 , Im( ) { , }A L e e= 1 2 .
б) в R3, Ker A L e e( ) { , }= 1 3 , Im( ) { }A L e e= +1 3 .
в) в R3, Ker A L e e( ) { }= +1 2 , Im( ) { , }A L e e e= −1 3 2 .
г) в R4, Ker A L e e e( ) { , }= −1 2 3 , Im( ) { , }A L e e e= +1 4 3 .
18. Вычислите матрицу An.

а) n= 70, A=
−













     1    3   

 3      1
. б) n=54, A=

−









 1  1 

 1     1
.

Дополнительные задачи

19. В пространстве R3 со стандартным базисом e e e e= { , , }1 2 3  задан дру-
гой базис

f f f f= − − − −{ 1 2 34 7 1( ; 2; 11), ( ; ; 18), (3; 1; 8)}.

Линейный оператор A задан условиями A e fk k( )= . Найдите матрицы 
Ae и Af  оператора A в базисах e и f .

20. В пространстве R3  со стандартным базисом e задан базис 
f f f f= { , , }.1 2 3  Линейный оператор A задан условиями A e fj j( )= . Матрица 

оператора A в базисе f  равна Af = −
−











   1    1      0

   1    2   1

    0      21


. Найдите матрицу Ae опе-

ратора A в ба зисе e.
21. Линейный оператор А в пространстве R3 со стандартным базисом 

e имеет ядро Ker A L e( ) { }= 1 . Что можно сказать о ранге этого оператора?
22. В базисе f f f f= − −{ 1 2 3 2(2; 1; 2), ( 2; 2; 1), (1; 2; )} матрица оператора 

A в R3 симметричная, и, кроме того, Af f1 22= , Af f f3 2 32=− + . Приведите 
пример матрицы такого оператора в стандартном базисе { , , }.e e e1 2 3

23. Приведите пример оператора поворота, переводящего прямую 
L{( ; )}4 3  в прямую L{( ; )}2 1− , задав его матрицу в стандартном базисе { , }e e1 2 .

24. Приведите пример оператора зеркальной симметрии, переводя-
щего прямую L{( ; )}1 4−  в прямую L{( ; )}5 3− , задав его матрицу в стандарт-
ном базисе { , }e e1 .
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25. Приведите пример оператора проектирования (не обязательно 
ортогональ ного), переводящего вектор a( ; )1 3  в вектор b( ; )4 2 , указав 
его матрицу в стандартном базисе { , }e e1 2 .

26. Приведите пример матрицы такого оператора A в R3, для которого

Ker A L a( )= { (1; 1; 1)}, Im( )A L b b= − −{ (1; 2; 3), (2; 1; )}1 2 1 .

27. В пространстве E 3 заданы оператор S  симметрии относительно 
плоскости, заданной уравнением π : x x x2 2 3− − ={ 0, и вектор b= −( 1; 3; 2). 
Чему равен вектор S b37 ?

28. Для квадратных матриц n-го порядка докажите неравенство

rank AB rank A rank B n( )≥ ( )+ ( )− .

Какую теорему следует использовать при доказательстве?
29. Скалярное произведение в R3 задается положительно определен-

ной били нейной формой с матрицей Be = −
−

− −











5

2

1

2

2

1

1

1

2

. Найдите матрицу 

оператора ортогонального проектирования на прямую L L a= −{ (1; 2; 3)} 
в стандартном базисе e.

Ответы на типовые задачи

1. а) да. б) да. в) нет. г) нет.
 д) нет. е) да. ж) да. з) да.
 и) да. к) нет. л) нет. м) нет.
 н) нет. о) да. п) нет. р) да.
 с) да. т) нет. у) да. ф) да.
 х) нет. ц) нет. ч) да. ш) нет.
 щ) да. э) нет. ю) да. я) да.
2. а) нет. б) нет. в) да. г) да. 
 д) да. е) да. ж) да. з) да.
3. а) y= ( )23; 24 . б) y= ( )29; 1 . 
 в) y= ( ; )9  1; 2 . г) y= −( ; )7 9; 11 . 

4. а) Af =
−
−

− −











        7   

   3     1   

6  4      5

9 8

2

. б) Af =

−
−
−













5 4

7

12 6

    10   

8    16   

6       

.

 в) Af =
− −

−
−







   2      

      8    

      4      5

7 8

4 10

2 


. 
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 г) Af =
− −
− −
−







3 6

7 15

6

     3     

     9   

   4         9 


. д) Af =

− −
− −
−












1 2

1 8

9

     3   

     9   

   2       7

. 

5. а) Af =
− −









5

7

2

3
. б) Af =

−
−











9

5

10

8
.

 в) Af =
−
−

−

−
−













4

2

0

16

6

3

13

4

3

. г) Af =
−
−
−

−











6

14

11

2

1

3

7

12

12

. 

6. а) Df = ⋅ −
−

−
−
−













1
2

1

1

1

1

3

3

2

2

2

. б) Df = ⋅
−
−
−

−









1
2

6

1

11

6

2

10

2

0

4


.

 в) Df = ⋅
−

−

−

−

−

−












1
2

4

4

4

12

6

2

7

4

2

.

7. а) Fee = ( )1 0 0    , KerF L e e= { , }2 3 , Im F L= 2.

 б) Fe =













0

0

1

1

0

0

0

1

0

, KerF L= { }0 , Im F L= 2.

 в) Fe =

1 0

0

0 0

0

    0    0    

    0    0    0

    0    0    

    0     0    1













, KerF L e e= { , }12 21 , Im { , }F L e e= 11 22 . 

 г) Fee =










1

0

   0   0   0

   0   1   0
, KerF L e e= { , }12 22 , Im F L= 2. 

 д) Fee =( )1  0  0  0 , KerF L e e e= { , , }12 21 22 , Im F L= 2. 

 е) Fe =

1 0

0

2 0

0

    0    3    

    1    0    3

    0    4    

    2     0    4













, KerF L= { }0 , Im F L= 2. 

 ж) Ff =

1 0

0

0

    0     0      

    1     0      0

    0     1       

    0     0   1

0

0 −













, KerF = { }0 , Im F L= 2.
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 з) Fee =






0

0

0

1 0 0

0 2 0

0 0 3








, KerF L= { }1 , Im F L= 2.

 и) Fee =













1 0

0 0

10

, KerF = { }0 , ImF L x= { }1 2, .

 к) Fe =













1

0

0

1

1

0

1

2

1

, KerF L= { }0 , Im F L= 2.

 л) Fe =

0 0

0

0

0

    1     0     

    0    2     0

    0    0     3

     0    0     0













, KerF L= { }1 , Im { , , }F L x x= 1 2 .

 м) Fe =













1

0

0

0

2

0

0

0

3

, KerF L= { }0 , Im F L= 2.

 н) Fe =













0

0

0

2

0

0

0

0

12

, KerF L= { }1 , ImF L x= { }1 2, .

 о) F Ee = =













0

0

0

0

0

0

0

4

0

, KerF L x= { }1, , ImF L x= { }.

 п) Fe =













0

0

0

0

1

0

0

0

2

, KerF L x= { }1, , ImF L x= { }.

 р) Fe =













1

0

0

0

1

0

0

0

1

, KerF L= { }0 , Im F L= 2.

 с) Fgf = −













1
2

1
2

1
4

        

     

0        

1
4

1
2

, KerF = { }0 , 

  Im { , } { , }F L x x L g g g g= = + +2
1 2 1 3 .
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 т) Ff = ⋅ −
− −









1
12

9

3

0

3

9

0

4

4

4

, KerF L= { }0 , Im F L= 2.

 у) Fee = ( )2 0      02
3 , KerF L x x= { , }3 , Im F L= 2.

 ф) Ff = −






1

2

1
2

1
2

              

         

0      0       1

1
2

1
2

1
2








, KerF L f f= −{ }1 2 , 

  Im { , } { , }F L x x L f f f f= = + +2
1 2 1 3 . 

 х) Ff = ⋅ −













1
12

3

3

0

3

3

0

4

4

8

, KerF L f f= −{ }1 2 , 

  Im { , } { , }F L x x L f f f f= = + +2
1 2 1 3 .

8. а) Ae =










1    0

0    0
. б) Ae = ⋅











1
2

 1    1  

 1    1 
.

 в) Ae = ⋅










1
5

 4   2  

 2    1 
. г) Ae = ⋅

−
−











1
5

    1   2  

 2     4 
.

9. а) Ae = −











1      0 

0   1 
. б) Ae =











0    1

1    0
.

 в) Ae =
−

−











   0  

     0

1

1
. г) Ae = ⋅

−
− −











1
5 3

    3   4  

 4    
. 

10. а) Pe = ⋅ −






1
6

2 2

1 2

1 2 1

4

1







. б) Pe = ⋅













1
9

2 4

2

1 2 2

4

4 4
.

 в) Pe = ⋅
−

−







1
9

   8   2    2 

2     5    4

   2     4    5






. г) Pe = ⋅

−

−





1
3

1

1

   2     1    1 

   1     2      

     1      2








.

 д) Pe = ⋅
− −

−
1
4

3

1

     1      1      1

1     3   1   1

   1     3    1

1   1   1     3

−
− −













. е) Pe = ⋅
1
2

1

1

    0     1     0

0    1     0     1

    0     1      0

0    1     0     1













. 
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 ж) Pe = ⋅







1
6

1

5 2 1

2 2 2

2 5






. з) Pe = ⋅

1
7

6

2

1 2 1

1 6 2 1

2 3 2

1 1 2 6













.

 и) Pe = ⋅

−
−

−
1
2

1

0

        0      0   1

   0     1   1      0

     1       1      0

1     0      0      1−













. 

11. а) Se = ⋅ −
−






1
3

2

2 1

1 2 2

2 1

2







. б) Se = ⋅





1
9

5

4

2 2

4 2

5 2

8








.

 в) Se = ⋅
−

−







1
9

   7   4    4 

4     1    8

   4     8    1






. г) Se = ⋅

−

−


1
3

2

2

1 2

2 1 2

2 1








.

 д) Se = ⋅

− −

−
1
2 1

   1     1  1  1

   1     1     1     1

     1      1  1

1     1       1

−
− −











1

. е) Se =
−

−

0     0     0     

0       1     0

0  1     0     0

 

1

0

1      0     0     0













.

 ж) Se = ⋅
−

−


1
9

4

4

7 4

4 1 8

8 1








. з) Se = ⋅

1
5

4

2 4

1 2 2

1 2

2 1 4 2

2 2 14













.

 и) Se =

0     0          0

0          0      

     0     0   

1

0 1

1    0

0          0     01













.

12. а) A L x x( ) + =: { 1 22 0, dim L( )=1.

 б) A L
x x

x x
( )

+ =
+ =






: 1 2

2 3

4 0

3 0
, dim L( )=1.

 в) A L x x x( ) − − =: {5 7 10 01 2 3 , dim L( )= 2. 

 г) A L
x x

x x
( )

− =
+ =






: 1 2

1 3

3 0

3 0
, dim L( )=1. 

13. а) A H x x( ) + =: {13 4 101 2 , dim A H( )( )=1. 

Ответы на типовые задачи 71



 б) A H
x x

x x
( )

− =−
+ =






: 1 2

2 3

4 3

5 3
, dim A H( )( )=1. 

 в) A H x x x( ) − + + =: { 3 5 3 01 2 3 , dim A H( )( )= 2. 

 г) A H
x x

x x
( )

− =
− =






: 1 3

2 3

3 4

2 2
, dim A H( )( )=1. 

14. а) Ae = −













2

1

1

1

0

1

1

1

2

, Af = − −













3

0

0

0

1

2

1

1

2

.

 б) Ae =
−

−











4

1

3

1

0

1

2

3

1

, Af =
−













0

3

0

0

4

4

0

1

1

. 

 в) Ae =
−

−











1

0

1

1

1

2

1

2

1

, Af =
−

−













1

0

1

0

3

0

1

1

1

.

 г) Ae =
−













1

1

1

0

2

2

1

0

2

, Af =
−

−













2

1

1

2

1

1

4

1

2

. 

15. а) y f = −( ; ; )4 1 2 . б) y f = −( ; ; )0 6 5 . 
 в) y f = ( ; )0  7; 0 . г) y f = ( ; )8  3; 4 .

16. а) A H y y( ) + =−: {4 3 121 2 . б) A H
y

y
( )

=
=






: 1

2

23

13
.

 в) A H
y y

y y
( )

− =
+ =






: 1 2

2 3

2 30

2 26
.  г) A H y y y( ) + − =: { 1 2 216 7 18.

 д) A H
y y

y y
( )

− =
+ =






:
3 4 7

2 0
1 2

2 3

. е) A H y y y( ) − − =: {2 4 3 381 2 2 .

 ж) A H
y y

y y y
( )

+ =
− + =






:
4 7 3

3 4 7 6
1 2

1 2 3

. з) A H y y y( ) − − + =: { 11 5 8 01 2 2 .

 и) A H
y y

y y
( )

− + =
+ =−






:
2 8

4 49
1 3

2 3

. к) A H y y y( ) − − =: { 1 2 221 17 136.
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17. а) Например, Ae =












  0    1    0 

  0    0    1

  0    0    0

. 

 б) Например, Ae =












  0    1    0 

  0    0    0

  0    1    0

. 

 в) Например, Ae =
−

−







1    1      0 

   0    0   1

   0    0      1 


. 

 г) Например, Ae =

1    1     0    0 

0    0    0    0

0    0    0    1

0    00    0    1













. 

18. а) A70 692= ⋅
− −











 1    3   

 3       1
. б) A54 272=− ⋅

−









 0  1 

 1     0
.
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22. r A( )= 2.
26. Указание. Для столбцов матрицы выполняются условия

 A b bk
k k= +λ µ1 2, A A A1 2 3 0+ + = , откуда 

λ λ λ
µ µ µ

1 2 3

1 2 3

0

0

+ + =
+ + =






.
27. S b37 1 2= − −( ;3; ). 
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XVII. СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ

Определения и формулы

Для линейного оператора A в линейном пространстве V  линейное 
подпрост ранство L V⊆  называется инвариантным подпрос транством, 
если для любого x L∈  выполняется условие Ax L∈ .

Пересечение и сумма любого числа инвариантных подпространств яв-
ляются являются инвариантными подпро странствами оператора A.

Ядро Ker A( ) и образ Im A( ) являются инвариантными подпро-
странствами оператора A.

Ограничением линейного оператора A на инвариантное подпро-
странство L называется оператор A L LL| : → , действующий по формуле 
A x A xL| ( )= ( ) для всех x L∈ . 

Ненулевой вектор x  называется собственным вектором линейного 
оператора A в пространстве V , если Ax x= λ  для некоторого числа λ∈R. 
Число λ  назы вается собственным значением оператора A.

Линейное подпространство L Vλ ⊆  линейного пространства V  называ-
ется собственным подпространством линейного оператора A, отвечаю-
щим собствен ному значению λ, если оно состоит из всех векторов x V∈ , 
для которых выпо лняется условие Ax x= . Собственное подпространство 
состоит из всех собст венных векторов с данным собственным значением, 
к которым добавлен нулевой вектор. Подпространство Lλ инвариантно от-
носительно действия оператора A.

Любой ненулевой вектор x Ker A∈ ( ) является собственным вектором 
опера тора A с собственным значением λ= 0. Ядро оператора является соб-
ственным подпространством, отвечающим собственному значению нуль.

Вектор x  является собственным с собственным значением λ  тогда 
и только тогда, когда x Ker A E∈ −( )λ .

Многочлен χ λ λ( )= −( )det A E  называется характеристическим мно-
гочленом матрицы A.

Характеристические многочлены матриц оператора A во всех базисах 
сов падают.

Характеристический многочлен матрицы оператора A в любом базисе f  
называется характеристическим многочленом χ λ( ) оператора A, а уравне-
ние χ λ( )= 0 называется характеристическим уравнением для оператора A.



Число α является собственным значением оператора A тогда и только 
тогда, когда оно является корнем характеристического уравнения χ λ( )= 0. 
Каждому корню характеристического уравнения соответствует хотя 
бы один собственный вектор.

Количество различных собственных значений линейного оператора 
в конеч номерном линейном пространстве V  конечно и не превосходит 
числа n V= ( )dim .

Следом матрицы A (обозначение trA) называется сумма элементов 

на гла вной диагонали матрицы: trA akk
k

n

=
=
∑

1

. Для квадратной матрицы по-

рядка три ее характеристический многочлен может быть записан в виде

 χ λ λ λ λ( )=− + − + +( ) +3 2
11 22 33trA A A A Adet ,

где величины Akk  – алгебраические дополнения диагональных элемен-
тов akk.

Любой конечный набор собственных векторов оператора A с попарно 
различными собственными значениями линейно независим.

Базис из собственных векторов оператора A в пространстве V  суще-
ствует тогда и только тогда, когда существует разложение пространства V  
в прямую сумму подпространств вида Lα.

Алгебраической кратностью собственного значения α называется 
кратность kα  корня α в разложении характеристического многочлена. 
Геометрической кратностью собственного значения α называется число 
m Lα α= dim( ).

Для геометрической кратности верно ограничение 1≤ ≤m kα α.
Базис из собственных векторов у оператора A в пространстве V  суще-

ствует тогда и только тогда, когда все корни характеристического многоч-
лена действи тельные, и при этом для каждого корня α его геометрическая 
кратность равна алгебраической кратности.

Если число различных корней характеристического уравнения в точ-
ности равно n, то такой оператор имеет базис из собственных векторов 
с попарно различными собственными значениями.

Примеры решения задач

Пример 1. Найдите собственные значения и собственные векторы опе-
ратора A с матрицей Ae в стандартном базисе e.

а) Ae =
−
−











4

15

2

7
. б) Ae =

− −











0

2

1

1

3

1

2

2

3

. 
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Решение. а) Составим характеристическое уравнение для матрицы Ae 
и решим его:

χ λ
λ

λ
λ λ λ λ( )=

− −
− −

= +( ) −( )+ = − + =
4

15

2

7
4 7 30 3 2 02 . 

Получим λ1 1= , λ2 2= . Для собственного значения λ1 1=  собственный 

вектор удовлетворяет матричному уравнению 
−
−









⋅ =

5

15

2

6
0X .  Решением 

является вектор f
1

2 5=( ); . Для собственного значения λ2 2=  матричное 

уравнение име ет вид 
−
−









⋅ =

6

15

2

5
0X .  Здесь решением является вектор 

f2 1 3=( ); .
б) Составим и решим характеристическое уравнение для матрицы Ae .

Вычисления дают:

trA= 6, W A A A= + + = + + =11 22 33 7 2 2 11, det A= 6.

Характеристическое уравнение имеет вид

 χ λ λ λ λ λ λ λ( )=− + − + =− + − + =3 2 3 26 11 6 0trA W Adet .

Подстановкой убеждаемся, что число λ1 1=  является корнем. Разделив 
уголком многочлен χ λ( ) на λ−( )1 , получим многочлен − + −λ λ2 5 6, кор-
нями кото рого являются собственные значения λ2 2=  и λ3 3= . Три соб-
ственных вектора являются решениями трех матричных уравнений:

− − −










⋅ =

1

2

1

1

2

1

2

2

2

0X , 
− − −










⋅ =

2

2

1

1

1

1

2

2

1

0X , 
− − −










⋅ =

3

2

1

1

0

1

2

2

0

0X . 

Решив эти СЛАУ, получим:

f1 1 1 0= −( ); ;  для λ1 1= ;

f2 0 1 1= −( ); ;  для λ2 2= ;

f3 1 1 1= −( ); ;  для λ3 3= .

Пример 2. Матрица линейного оператора в базисе e e e= { , }1 2  имеет вид 
Ae . Существует ли базис, в котором матрица имеет вид Af? Если существует, 
то найдите матрицу перехода хотя бы к одному такому базису.

а) Ae =










5   3

2   0
, Af =

−
−











8 14

7 13

    

   
.    б) Ae =











5   3 

2   0
, Af = − −











    17       8

24   11
.
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Решение. а) Характеристические многочлены для матриц Ae и Af  совпа-
дают:

χ λ
λ

λ
χ λ

λ
1 2( ) ( )=

−
−

= =
− −
−

 5      3  

   2      0  

 8       14  

 7          13  −
= − −

λ
λ λ2 5 6.

Собственные значения обеих матриц λ1 6=  и λ2 1=− . Для оператора 
с матрицей Ae собственные векторы с координатами в базисе e находятся 
из уравнений:

(1) λ1 6= , ( )A E g− ⋅ =6 01  или 
−
−









⋅ =

1     3  

  2   6 
g1 0, g1 3 1= ( ; ) .

(2) λ2 1=− , ( )A E g+ ⋅ =2 0 или 
 6    3  

 2    1 









⋅ =g2 0, g2 1= −( ; ) 2 .

Следовательно, базис g g g= { , }1 2  из собственных векторов существует. 
В этом базисе матрица оператора и матрица перехода

Ag = −











 6     0  

 0  1 
, Te g→ = −











 3     1

 1  2
.

Для оператора с матрицей Af  собственные векторы с координатами 
в базисе f  находятся из уравнений:

(1) λ1 6= , ( )A E h− ⋅ =6 01  или 
−
−









⋅ =

14

7
01

    14 

       7
h , h1 1 1= ( ; ) .

(2) λ2 1=− , ( )A E h+ ⋅ =2 0 или 
−
−









⋅ =

7

7
02

    14 

    14
h , h2 2= ( ; ) 1 .

Базис h h h= { , }1 2  из собственных векторов также существует. В этом ба-
зисе мат рица оператора и матрица перехода

Ah = −











 6     0  

 0  1 
, Tf h→ =











 1   2

 1   1
.

Будем считать, что базисы g и h совпадают. Тогда корректно предполо-
жение, что Ae,Af  иAg – матрицы одного и того же оператора в базисах e, f  
и g. При таком предположении 

T T T T Te f e g g f e g f g→ → → → →
−= = =

−









⋅

1  3     1

 1  2

   1  −−
−









=

−
−











2

1      1

 2  

 3  

5

4
.

б) Характеристический многочлен для матрицы Ae  имеет вид 
χ λ λ λ( )= + −2 5 6, а характеристический многочлен для матрицы Af  имеет 
вид χ λ λ λ( )= − +2 6 5. Между тем для всех матриц одного оператора в раз-
ных базисах характеристический многочлен должен быть одинаковым. 
Значит, искомого базиса не существует.
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Пример 3. Вычислите A100, где A=










 2   1 

 3   4
.

Решение. Характеристическое уравнение для матрицы A имеет вид 
χ λ λ λ( )= − +2 6 5, его корни λ1 1=  и λ2 5= . Оператор с матрицей Ae имеет 
базис f f f= −{ 1 2( 1; 1), (1; 3)} из собственных векторов. В этом базисе ма-

трица оператора равна Af =










 1   0

 0   5
. Матрицы перехода

T
e f→ =

−









1   1 

   1   3 
, T Tf e e f→ →

−= =− ⋅
−

− −









( ) 1 1

4
3

1

       1 

1    
. 

Легко видеть, что A T A T T A Te
k

e f f f e
k

e f f
k

f e= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅→ → → →( ) . Тогда

Ae
100 1

4
1

=− ⋅
−







⋅

    1 

  1     3 

 1     0

 0   5100










⋅

−
− −









=

= ⋅
+

       1 

1    

  3 5100

3

1

1
4

         5  

3 3 5       1 5

100

100 100

− +

− + ⋅ + ⋅











1

3
.

Пример 4. Найдите собственные значения и собственные векторы 
для линей ного оператора A с матрицей Ae. Существует ли базис из соб-
ственных векторов для данного оператора? Если есть, то напишите ма-
трицу перехода к базису из соб ственных векторов.

а) Ae =
−
−
−













2   0    0 

1    3    1

1    1    3

;     б) Ae =
− −
−
−













2    1   2 

2    1     0

1    0     1

. 

Решение. а) Выпишем характеристическое уравнение для оператора A:

χ λ
λ

λ( )=
− −
− −
−

 2       0         0 

    1       3       1

    1           1       3−
=− + − − =

λ
λ λ( )(( ) )2 3 1 02 .

Его корни λ1 2=− , λ2 2= , λ2 4=  (все кратности один). Согласно тео-
рии, три собственных вектора { , , }f f f1 2 3 , соответствующие этим собствен-
ным значениям, образуют базис f . Остается найти их. Для этого следует 
решить три матричных уравнения

  0    0    0 

1    5    1

1    1    5

−
−












⋅XX = 0, 

−
−
−












⋅ =

4    0   0 

1    1    1

1    1    1

X 00, 
−
− −
− −













6     0     0 

1   1     1

1      1   1

⋅ =X 0.
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В итоге f1 6= ( ; ) 1; 1 , f2 0= −( ; )1; 1 , f3 0= ( ; ) 1; 1 . Матрица перехода 
к этому базису и матрица оператора в базисе f :

Te f→ = −












 6     0    0 

 1   1    1

 1      1    1


, Af =

−










2    0   0 

   0    2    0

   0    0    4

.

б) Характеристическое уравнение для оператора A:

χ λ
λ

λ( )=
− − −
− −
−

 2       1        2 

    2       1        0

    1           0       1−
=− + − =

λ
λ λ( )( )2 1 02 .

Его корни: λ1 2=−  кратности один и λ2 1=  кратности два. Для нахож-
дения собственных векторов надо решить две СЛАУ:

( )A E X+ ⋅ =
−

−
−











2

  0    1   2 

2   3     0

1    0    3


⋅ =X 0, 

( )A E X− ⋅ =
− −
−
−











3    1   2 

2    0     0

1    0     0


⋅ =X 0.

Решением первой системы будет вектор f1 3= ( ; ) 2; 1 . Вторая система 
имеет ранг два, поэтому получаем еще только один собственный век-
тор f2 0= ( ; ) 2; 1 . Геомет рическая кратность для корня λ1 1=  равна еди-
нице и меньше его алгебраической кратности. Согласно критерию, базиса 
из собственных векторов у данного опера тора не существует.

Пример 5. Пусть линейный оператор A задан матрицей Ae, содержащей 
параметр p. Найдите значение параметра p, при котором у оператора есть 
базис из собственных векторов, и для каждого найденного p определите 
этот базис.

а) 
  2    1    1 

  0    3    0

  1        2p












.      б) 

  2    1     0 

  0              0

  2    1     

p

p

p p

+

−












.

Решение. а) Характеристическое уравнение оператора A

χ λ
λ

λ( )=
−

−
  2       1          1 

     0      3        0

     1                 2

  2      1

     1     2
p −

= −
−

−
=− −

λ
λ

λ
λ

λ( ) (3 1))( ) .λ− =3 02
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Базис из собственных векторов существует тогда и только тогда, когда 
геометри ческая кратность, соответствующая собственному значению 
λ1 3= , равна 2. Это эквивалентно требованию

rank A E rank

p
e( )− =

−

−



3

1    1     1 

  0    0     0

  1       1








=1,

что достигается при p=−1.
Итак, базис из собственных векторов существует только при p=−1. 

Два собственных вектора, соответствующих собственному значению λ1 3= , 
яв ляются решениями уравнения − + + =x x x1 2 3 0. Положим

f1= (1; 1; 0), f2 = (1; 0; 1).

Третий вектор соответствует собственному значению λ2 1= . Он явля-
ется решением СЛАУ 

( )A E X− ⋅ =
−







  1     1    1 

  0    2    0

  1   1   1


⋅ =X 0 , откуда f3 = −(1; 0; 1).

б) Характеристическое уравнение оператора A

χ λ
λ

λ( )=
− +

−
  2     1        0 

     0              0

     2 

p

p

       1      − −
= − − =

p p

p

λ
λ λ( )( )2 02 .

Базис из собственных векторов существует тогда и только тогда, когда 
геоме трическая кратность собственного значения λ= p равна его алгебра-
ической кратности. 

(1) При p= 2 алгебраическая кратность корня λ= p равна трем. Зна-
чит, дол жен быть базис из трех собственных векторов с собственным зна-
чением λ= 2, что означает, что A E= 2 . Поскольку это не так, вариант 
p= 2 нас не устраивает.

(2) Если p≠ 2, то геометрическая кратность собственного значения 
λ= p должна быть равна двум. Это означает, что

rank A p E rank

p p

( )− ⋅ =
− +  2     1    0 

     0           0        0

     2        1     0−












=

p

1. 

Данное условие эквивалентно уравнению
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2      1

   2         1 2

− +
−

= − − − + = − =
p p

p
p p p p p( )( ) ( )2 1 2 1 5 02 , 

откуда p= 0 или p=5. Следовательно, базис из собственных векторов 
суще ствует при p= 0 или p=5 . Для нахождения базисов рассмотрим 
оба варианта.

(3) Если p= 0, то для λ1 0= =p  собственные векторы являются ре-
шением уравнения 2 01 2x x+ = , откуда f1= −(1; 2; 0), f2 = (0; 0; 1). Тре-
тий вектор соответ ствует собственному значению λ2 2=  и является ре-
шением СЛАУ 

 ( )A E X− ⋅ = −
−

2

  0      1      0 

  0   2      0

  2      1    2












⋅ =X 0, откуда f3 = (1; 0; 1). 

(4) Если p=5, то для λ= =p 5 собственные векторы являются реше-
нием уравнения − + =x x1 22 0, откуда f1= (2; 1; 0), f2 = (0; 0; 1). Для λ2 2=  
надо ре шить СЛАУ 

( )A E X− ⋅ =
−






2

4

  0      6     0 

  0      3     0

  2       3








⋅ =X 0, откуда f3 = −(3;  0; 1).

Пример 6. В пространстве многочленов оператор A задан формулой

A p x t p t dt
x

[ ( )] ( ( ))"= ⋅∫
1

2

. 

Докажите, что это линейный оператор, который переводит подпро-
странство P x2[ ] многочленов степени не выше двух в себя. Найдите соб-
ственные значения и соб ственные векторы оператора A в этом подпро-
странстве (собственные векторы запишите в виде многочленов).

Решение. Проверим линейность оператора в пространстве всех мно-
гочленов:

A f x g x t f t g t dt t f t dt

t g

x x

[ ( ) ( )] ( ( ( ) ( )))" ( ( ))"

( (

+ = ⋅ + = ⋅ +

+ ⋅

∫ ∫
1

2

1

2

xx dt A f x A g x
x

))" [ ( )] [ ( )],
1

2

∫ = +

A a f x t a f t dt a t f t dt a A f x
x x

[ ( )] ( ( ( )))" ( ( ))" [ ( )]⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅∫ ∫
1

2

1

2

.
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Теперь докажем, что подпространство P x2[ ] переходит в себя. В про-
странстве P x2[ ] возьмем стандартный базис f x x= { , , }1 2 . Для векторов ба-
зиса

A f t dt
x

( ) ( )"1

1

2

1 0= ⋅ =∫ ,

A f t t dt dt x
x x

( ) ( )"2

1

2

1

2

2 4 2= ⋅ = = −∫ ∫ ,

A f t t dt t dt t x
x x

x( ) ( )"3
2

1

2

1

2
2

1
2 26 3 12 3= ⋅ = ⋅ = = −∫ ∫ .

Так как образ каждого вектора базиса является многочленом степени 
не выше двух, оператор A переводит пространство P x2[ ] в себя.

В базисе f  матрица оператора A имеет вид

Af =
− −











0  2   3

0    4      0

0    0     12

. 

Ее характеристическое уравнение считается по формуле 

χ λ λ λ λ λ λ λ( )=− + − + +( ) + =− + − =3 2
11 22 33

3 216 48 0trA A A A detA .

Собственные значения λ1 0= , λ2 4=  и λ3 12= . Вычислим собственные 
векторы (в координатах в базисе f x x= { , , }1 2 ):

g x1 1 0 0( ) ( ; ; )=   , g x2 1 2 0( ) ( ; ; )= −   , g x3 1 0 4( ) ( ; ; )= −   .

Ответ следует выписать без привязки к базису в многочленах:

g x f x1 1 1( ) ( )= = , g x f x f x x2 2 12 2 1( ) ( ) ( )= − = − , 
g x f x f x x3 3 1

24 4 1( ) ( ) ( )= − = − .

Типовые задачи

1. Найдите действительные собственные значения и действительные 
собственные векторы оператора с матрицей Ae.

а) Ae = −











5

2

1

2
. б) Ae =










2

5

4

3
. 

в) Ae =
−
−











1

3

5

4
. г) Ae = −

−

−
−
−













1

2

4

8

8

14

4

5

9

. 
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д) Ae =
− − −24    7   19 

   32       9      2

   18       6     

6

  13












. е) Ae =

−
−
−













7

4

8

10

6

10

4

2

5

. 

Дополнительно.

ж) Ae =
−
−











1

3

2

4
. з) Ae =










7

3

2

6
. 

и) Ae =
−

−
−













0

3

5

1

0

3

0

2

5

.  к) Ae =
−

−
− −













4

5

9

2

1

4

5

5

10

. 

л) Ae = −
−

−
−













1

2

1

1

4

1

2

4

0

.  м) Ae =
−

− −
− −












   5       12

     3   

     4   

6

2 5

2 6


.

2. В пространстве P x2[ ] многочленов степени не выше двух действует 
оператор ϕ. Докажите, что это линейный оператор, найдите его собствен-
ные значения и соб ственные векторы.

а) φ( ( )) ( ) ( )p x
x

t p t dt
x

= ⋅ + ⋅ ′ ⋅∫
1

6 1
0

. 

б) φ( ( )) ( ( ) ( ) ) ( )p x x p x p x= + ⋅ ′+  1 . 

в) φ( ( )) ( )p x
x

t p t dt
x

= ⋅ ⋅ ′ ⋅
+

∫
1

2
2

2

. 

г) φ( ( )) ( ( ))''p x t p t dt
x

= ⋅∫
1

2

.

3. Линейный оператор A имеет характеристический многочлен χ λ( ). 
Ука жите характеристический многочлен χ λ1( ) оператора B, зависящего 
от A и A−1. 

а) χ λ λ λ( ) ( )( )= − +1 2 , B A=−3 .
б) χ λ λ λ( ) ( )( )= − +1 2 , B A E= −3 .
в) χ λ λ λ( ) ( )( )= − +1 2 , B A= −1.
г) χ λ λ λ( ) ( )( )= − +1 2 , B A A E= + +2 4 3 .
д) χ λ λ λ λ( )=− − − −3 23 7 5, B A= 2.
е) χ λ λ λ( )=− − +3 6 20, B A= 2.
Дополнительно.
ж) χ λ λ λ λ( )=− − + +3 22 5 6, B A A E A= + + + −2 14 6 .
з) χ λ λ λ λ( ) ( )( )= − − +1 2 52 , B A= 3.
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4. Из трех матриц A, B  и C  выберите две, которые могут быть матри-
цами De и Dg для одного и того же оператора D в двух базисах e и g. Для этой 
пары укажите матрицу перехода Te g→ .

а) A=
−

−











   2   5

3      2
, B=











0   2

6   4
, C =

−
−











   3  

3     1

5
.

б) A=
− −











   2     7 

1   6
, B=

−
−











2

2

     3 

   3   
, C =

− −









6 4   

   4      2
.

в) A=
−

−











   2   

      2

3

6
, B=











2   5

5   2
, C =

−
−











   2  

5     2

5
.

Дополнительно.

г) A=
− −











   7     5 

4   2
, B=











3

2

   4

3   
, C =

−
−











1    4

3    6
.

д) A=
−











   1    4 

    1 1
, B=

−
−











3

2

   11 

     5 
, C =

−
−











2

1

     1 

3   4 
.

е) A=










3 3

78
, B=

−
−











3

8

3

7
, C =

−
−











4

7

5

8
.

ж) A=










3 2

41
, B=

−
−











3

8

5

10
, C =

−
−











2

7

3

9
.

з) A=










4 3

12
, B=

−
−











3

2

4

5
, C =











2 4

3 1
.

5. Вычислите An.

а) n= 99, A=
−
−











 3    1 

 5    3
. б) n= 41, A=

−
− −











1

1 1

      3

   
.

в) n=100, A=
−













 3      1  

 1    3
. г) n=100, A=











 2   1 

 3   4
.

Дополнительно.

д) n= 44, A=
−
−











3

2

     4

   3  
. е) n=37, A=

−
−











1

7 3

    1

   
.

ж) n= 46, A=
− −











   5      7

   3 1
. з) n=51, A=

−
−











6

1

  4

3  
.

6. Существует ли базис f  из собственных векторов для оператора с ма-
трицей Ae? Если существует, то укажите матрицу Af  оператора A в базисе 
f  и матрицу перехода к базису f .
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а) Ae =
−
−
−













2

1

1

0

3

1

0

1

3

.    б) Ae =
−
−
−













5

15

9

2

8

6

2

10

8

.    в) Ae =
−
−
−

−











2

2

1

1

1

0

2

0

1

.

7. Линейный оператор A в R3 задан матрицей Ae, содержащей параметр 
p. Найдите значение параметра p, при котором у оператора A есть базис 
f  из собственных векторов. Для каждого найденного p укажите базис f .

а) A p

P
e =













2

1

0

0

0

1

1 . б) A

p
e =













2

0

1

1

3

1

0

2

. в) A

p

p
e =

+

+







 3    1     0 

 0       1        0

 4    7    1







.

г) A p

P
e = +
−













1

2

0

0

1

0

1

02

. д) A

p

p

p p
e =

+

−






  2    1     0 

  0              0

  2    1     








.

Дополнительно.

е) A p

p

p

p

p

p

pe = −
− +

− +

−

− +
− +













2

1

1

1

2

1

1

1

2 
. ж) A

p p

p

p
e =

− −

−

4      3        0

   0                     

      

0

1    1        2+











p
. 

з) A

p

p
e =

+

+







 3    1     0 

 0       1        0

 4    7    1







. и) A

p p

pe = −
                          0

     0        2         0

22         1        4p p− −











4

. 

к) A

p p

e =
− +
−

−

                   0

   0          4 p          

1

0

3 pp p          1          6−












. л) A

p p p

p p p

p
e =

− − +
− −

− +

                

                      

2 1

1

22            p p− −











2

.

8. Пусть линейный оператор A в R3 задан матрицей Ae, содержащей 
параметр P . Найдите значение параметра, при котором у оператора A 
нет базиса из собственных векторов. 

а) A

P

P
e =

−

− −

2 3

0

3 4

           0

   3      0        

      1      








. б) A

P

P
e =

−2 4

0

           0

   4      0        

   1       2      −−











3
. 

9. Найдите все (включая комплексные) собственные значения и соб-
ственные век торы оператора с матрицей Ae.

а) Ae =
−

−
−













0

3

5

1

0

3

0

2

5

.  б) Ae =
−

−
− −













4

5

9

2

1

4

5

5

10

. 

Типовые задачи 85



Дополнительные задачи

10. Число λ≠ 0 является собственным значением линейного оператора 
A (то есть существует x  такое, что Ax x= ⋅λ ). Укажите собственные значе-
ния, которые наверняка есть у нижеуказанных операторов:

а) A−1; б) AT; в) A2;
г) P A( ) для многочлена P t( ); д) A A E3 2 2+ +− . 
11. Пусть для матрицы A вектор x  – собственный с собственным зна-

чением λ≠ 0. Для каких нижеуказанных матриц он обязательно будет соб-
ственным вектором? 

а) A−1;    б) AT;    в) A2;    г) A A2 3+ ;    д) A A E+ +−1 . 
12. Приведите (с обоснованием) примеры линейных операторов в R2:
а) имеющих собственные векторы и базис из собственных векторов;
б) имеющих собственные векторы, но не имеющих базиса из соб-

ственных векторов;
в) не имеющих собственных векторов.
13. Пусть x  и y  – собственные векторы линейного оператора A с раз-

ными соб ственными значениями λ  и µ. Какие линейные комбинации 
z x y= +α β  образуют собственный вектор? Какое при этом получается 
собственное значе ние?

14. Докажите, что если для линейного оператора A собственные зна-
чения для собственных векторов x  и y  различные, то вектор α βx y+  при 
α≠ 0, β≠ 0 не является собственным.

15. Докажите, что если для линейного оператора A, действующего 
в простран стве Rn, все ненулевые векторы собственные, то A – скалярный 
оператор, то есть ∃ ∈λ0 R такое, что A E= λ0 ,  где E− единичный оператор.

16. Вычислите e A, где A=
−

−











4 3

1 2
.

17. Найдите B A
n

n=
→∞

lim , где A= ⋅










1
5

1 2

4 3
.

18. Найдите Y A X
n

n=
→∞

lim ( ), где A=










3
5

3
7

4
5

1
7

   

   
, X =










4

3
.

19. Найдите lim ( )
n

nA f
→∞

.

а) A=













2
3

1
5

1
3

4
5

, f =









8

0
. б) A=













3
4

2
3

1
4

1
3

, f =









1

10
.
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20. Пусть вектор x  – собственный с собственным значением λ  для опе-
ратора A. Существует ли собственный вектор с собственным значением λ  
у оператора B T A T= ⋅ ⋅−1 ? Если существует, то найдите этот вектор.

21. Характеристический многочлен оператора A  в R2  равен 
χ λ λ λ( )= − −2 3 10.

а) Найдите характеристический многочлен χ λ1( ) оператора A−1.
б) Найдите характеристический многочлен χ λ2( ) оператора

B P A A A E= ( )= + +2 3 2 . 

в) Определите dim( ( ))Ker B  и dim(Im( ))B .
22. Докажите с помощью рассмотрения задачи на условный экстре-

мум, что сим метрическая матрица с действительными элементами имеет 
действительное собственное значение.

Ответы на типовые задачи

1. а) λ1 3= , f1 1 2= −( ); ;  λ2 4= , f2 1 1= −( ); .
 б) λ1 2=− , f1 1 1= −( ); ;  λ2 7= , f2 4 5=( ); .
 в) Отсутствуют. 
 г) λ1 1= , f1 1 2 4=( ); ;  ;  λ2 1=− , f2 2 3 5=( ); ;  ;
  λ3 2= , f3 0 1 2=( ); ;  . 
 д) λ1 1= , f1 5 7 4= −( ); ;  ;  λ2 1=− , f2 4 5 3= −( ); ;  ; 
  λ3 2=− , f3 3 4 2= −( ); ;  . 
 е) λ1 2 1, = , f1 1 0 2=( ); ;  , f2 2 2 1= −( ); ;  ;
  λ3 2= , f3 2 1 2=( ); ;  . 
 ж) λ1 1=− , f1 1 1=( ); ;  λ2 2=− , f2 2 3=( ); .
 з) λ1 4= , f1 2 3= −( ); ;  λ2 9= , f2 1 1=( );  .
 и) λ1 1= , f1 1 1 2= −( ); ;  . 
 к) λ1 1= , f1 1 0 1=( ); ;  . 
 л) λ1 2 2, = , f1 1 1 0=( ); ;  , f2 0 2 1=( ); ;  ;
  λ3 1= , f3 1 2 1=( ); ;  .
 м) λ1 1= , f1 3 2 2= −( ); ;  ;  λ2 1=− , f2 3 1 2= −( ); ;  ; 
  λ3 2= , f3 2 1 1= −( ); ;  . 
2. а) λ1 0= , p x1 1( )= ;  λ2 3= , p x x2 3 1( )= + ; 
  λ3 4= , p x x x3

24 4 1( )= + + .
 б) λ1 2= , p x1 1( )= ;  λ2 3= , p x x2 1( )= + ; 
  λ3 4= , p x x x3

2 2 1( )= + + .
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 в) λ1 0= , p x1 1( )= ;  λ2

3
2

= , p x x2 3 4( )= + ; 

  λ3 2= , p x x x3
2 24 36( )= + + .

 г) λ1 0= , p x1 1( )= ;  λ2 4= , p x x2 2 1( )= − ; 
  λ3 12= , p x x3

24 1( )= − .
3. а) χ λ λ λ1 3 6( ) ( )( )= + − . б) χ λ λ λ1 2 5( ) ( )( )= + + .
 в) χ λ λ λ1

1
21( ) ( )( )= − + . г) χ λ λ λ1 8 1( ) ( )( )= − + .

 д) χ λ λ λ λ( )=− − − +3 25 19 25. е) χ λ λ λ λ( )=− − − +3 212 36 400.
 ж) χ λ λ λ λ1 8 16 4( ) ( )( )( )=− + − + . з) χ λ λ λ λ( ) ( )= − + +( )1 22 1252 .

4. а) B De= , C Dg= , Te g→ = −











1      1

0    2
 или Te g→ = − −











   1    3

3    1
.

 б) A De= , B Dg= , Te g→ = −











  4    

    0 

3

1
 или Te g→ = −











3     4

0  1
.

 в) B De= , C Dg= , Te g→ =
−









0   1

      01
 или Te g→ = −











1     0

  0 1
.

 г) A De= , C Dg= , Te g→ =
−

−











14      19

   11     15
 или Te g→ =

−
−











16      21

   13     17
.

 д) A De= , C Dg= , Te g→ = −











   4    0

    13
 или Te g→ =

−









3  1

1     0  
.

 е) B De= , C Dg= , Te g→ =










1

13

0 7

9
 или Te g→ =

−
−











11

15

8

11
.

 ж) A De= , B Dg= , Te g→ = −











5 3

23
 или Te g→ = −











17

7

11

4
.

 з) A De= , C Dg= , Te g→ =
−









6

5

1

9
 или Te g→ =











0 1

11
.

5. а) A99 982= ⋅
−
−











3   1

5   3
. 

 б) A41 402
1

1
= ⋅

− −
−











   3

   1   
.

 в) A100 992
3 1

= ⋅
−

− −













  1      3

    
. 

 г) A100 1
4

1

3
= ⋅

+ − +

− + ⋅ + ⋅




  3 5         5  

3 3 5       1 5

100 100

100 100






.
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 д) A44
44 44

44 44

1
7

3 4 6 4 4 6

3 3 6 4 3 6
= ⋅

+ ⋅ − ⋅

− ⋅ + ⋅











    

    
. 

 е) A37 362
1

7 3
= ⋅

−
−











    1

   
.

 ж) A46 454
3 1

=− ⋅
− −











   5     7

   
. 

 з) A51
51 51 51 51

51 51 51 51

3 2 4 3 2 4 3

3 2 3 3 2 3 3
=
− ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅

− ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅

    4

    4










.

6. а) Af =
−











2

0

0

0

2

0

0

0

4

, Te f→ = −













6

1

1

0

1

1

0

1

1

.

 б) Af =













1

0

0

0

2

0

0

0

2

, Te f→ =
− −













1

5

3

2

2

1

2

1

2

. 

 в) Для λ1 1=  АК = 2, ГК = 1, следовательно, базиса не существует. 
7. а) p=1, базис f f f f= ( ) ( ) −( ){ }1 2 31 1 0 0 1 0 1 0 1; ; , ; ; , ; ; . 
 б) p=−1, базис f f f f= ( ) ( ) −( ){ }1 2 31 1 0 1 0 1 1 0 1; ; , ; ; , ; ; . 
 в) p=5, базис f f f f= −( ) ( ) ( ){ }1 2 33 1 0 0 0 1 1 0 2; ; , ; ; , ; ; . 
 г) p=−1  или p= 2; 
  при p=−1 базис f f f f= −( ) ( ) ( ){ }1 2 30 1 1 1 1 0 0 1 1; ; , ; ; , ; ;  ;
  при p= 2 базис f f f f= −( ) ( ) −( ){ }1 2 30 1 1 1 4 0 0 1 1; ; , ; ; , ; ; . 
 д) p= 0  или P =5; 
  при p= 0 базис f f f f= −( ) ( ) ( ){ }1 2 31 2 0 0 0 1 1 0 1; ; , ; ; , ; ;  ;
  при p=5 базис f f f f= ( ) ( ) −( ){ }1 2 32 1 0 0 0 1 3 0 1; ; , ; ; , ; ; . 
 е) p R∈ ; при p=1 годится любой базис;
  при p≠1 базис f f f f= −( ) ( ) ( ){ }1 2 31 1 1 1 1 0 1 0 1; ; , ; ; , ; ; . 
 ж) p≠ 2; для λ1 4= − p, f1 2 1( ; ) 0;− ; 
  для λ2 = p, f p p p p2 6 2 4 8 6 7( ; ; )− − − +    2 ;  

 для λ3 2= + p, f3 0( ; ) 0; 1 .
 з) p=5, базис f f f f= −( ) ( ) ( ){ }1 2 33 1 0 0 0 1 1 0 2; ; , ; ; , ; ; . 
 и) p≠1; для λ1= p, f1 1 1( ; ) 0; ; 

Ответы на типовые задачи 89



  для λ2 2= − p, f p p p p2 2 3 1( ; ; ) 2  2− − + − ;
  для λ3 4= − p, f3 0( ; ) 0; 1 .
 к) p≠ 2; для λ1= p, f1 2 1( ; ) 0; − ; λ2 4= − p, 
  для f p p p p2 2 2 4 2 1( ; ; )− + − − −  8   2 ;  

 для λ3 6= − p, f3 0( ; ) 0; 1 .
 л) p≠1; для λ1 1=− , f1 1; 1; 0( ); 
  для λ2 2=− , f2 1 1; 0;−( ); 
  для λ3 =−p, f p p p3 1; ; −( ).
8. а) P ∈ − −[ , ] { }3 3 5  .
 б) P ∈ −[ , ] { }4 4 5  .
9. а) λ1 1= , f1 1 1 2= −( ); ; ;
  λ2 3 2, = ± i, f g i g2 3 1 2, = ± ⋅ , где g1 1 2 3= −( ); ; , g2 0 1 2= −( ); ; .
 б) λ1 1= , f1 1 0 1=( ); ; ;
  λ2 3 2, = ± i, f g i g2 3 1 2, = ± ⋅ , где g1 5 5 8= −( ); ; , g2 0 0 1=( ); ;  .

Ответы на дополнительные задачи

18. Y =









15
4

14
4

. 

20. Существует, y T x= −1 .

21. а) χ λ λ λ1

1
2

1
5

( ) ( )( )= + − .

 б) χ λ λ λ2 42( ) ( )= − .
 в) dim( ( ))Ker B =1, dim(Im( ))B =1.
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XVIII. ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА 

Определения и формулы

Пусть в пространстве V  существует базис из собственных векторов 
опера тора A, что эквивалентно наличию разложения L L Lm1 2⊕ ⊕…⊕ , где 
Lj  — соб ственное подпространство, отвечающее собственному значению 
α j . Тогда под пространство W  инвариантно тогда и только тогда, когда 
W W W Wm= ⊕ ⊕…⊕1 2 , где W W Lj j= ∩ .

Подпространство, инвариантное относительно линейного оператора, 
называ ется неприводимым, если оно не содержит других инвариантных 
подпространств, отличных от себя самого и нулевого подпространства.

Комплексному собственному значению λ ϕ ϕ= + = + ⋅a bi r i(cos sin )  
опе ратора A в Rn сопоставляется тоже комплексный собственный век-
тор-столбец Z X iY C n= + ∈ . Он является решением комплексной СЛАУ 
A E X−( )⋅ =λ 0. Вектор-столбцу Z  соответствует двумерное неприводимое 

инвариантное под пространство L X Y Rn,{ }⊆ , в котором ограничение A L|  
в базисе X Y,{ } характе ризуется матрицей

 A rX Y, sin{ } = ⋅ −











cos sin

cos

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

.

Такой оператор представляет собой комбинацию поворота и растя-
жения. 

Размерность неприводимого инвариантного подпространства 
в действи тельном линейном пространстве не превосходит двух.

Для любого подпространства L, инвариантного относительно линей-
ного оператора A, характеристический многочлен χ λ( ) оператора A де-
лится на характеристический многочлен χ λ1( ) оператора ограничения A L| .

Если V  раскладывается в прямую сумму L L Lm1 2⊕ ⊕…⊕  подпро-
странств, инвариантных относительно оператора A, то характеристиче-
ский многочлен оператора A равен произведению характеристических 
многочленов операторов Aj, где Aj — ограничение оператора A на под-
пространство Lj.

Минимальным многочленом для линейного оператора A называется 
приве денный многочлен Q t( ), имеющий наименьшую степень среди всех 
многочленов, для которых Q A( )= 0. 



В конечномерном пространстве у любого оператора существует 
минималь ный многочлен. Любой многочлен P t( ), для которого P A( )= 0, 
делится на минимальный многочлен.

Характеристический многочлен оператора делится на его минималь-
ный многочлен.

Теорема Гамильтона-Келли: для любого оператора A верно χ A( )= 0.
Набор корней характеристического многочлена χ t( ) и минимального 

многочлена Q t( ) линейного оператора A одинаковый.
Базис из собственных векторов у линейного оператора A существует 

тогда и только тогда, когда минимальный многочлен оператора A равен 

Q t t j
j

m

( ) ( )= −
=
∏ α

1

, где α j  — все различные собственные значения оператора.

Примеры решения задач

Пример 1. Линейный оператор A действует в пространстве E 3. Перечис-
лите все его собственные инвариантные одномерные и двумерные 
подпростра нства.

а) A P= π  — оператор ортогонального проектирования на плос- 
кость π.

б) A S= π– оператор симметрии относительно плоскости π.
в) A Va= ,φ — вращение вокруг оси L a{ } на угол φ≠ °180 .
Решение. а) Из определения собственного вектора следует, что одно-

мерные инвариантные подпространства любого линейного оператора за-
писываются в виде L L a= { }, где a — произвольный собственный вектор. 
Для оператора орто гонального проектирования собственные векторы 
с собственным значением еди ница — все ненулевые векторы подпро-
странства π, собственные векторы с соб ственным значением нуль — не-
нулевые векторы ортогонального дополнения π⊥. 

Двумерное инвариантное подпространство, согласно теореме 
об инвариант ных подпространствах оператора, у которого имеется базис 
из собственных век торов, должно быть линейной оболочкой двух соб-
ственных векторов. Если оба собственных вектора принадлежат плоскости 
π, то это сама плоскость π. Если один принадлежат плоскости π, а другой 
является нормалью к π, то линейной оболочкой оказывается плоскость, 
перпендикулярная π.

Замечание. Попробуйте решить задачу, не используя теорему о разло-
жении инвариантного подпространства.

б) Инвариантные подпространства у операторов Pπ  и Sπ одинаковые.
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в) Единственные инвариантные подпространства — прямая L a{ }, 
которая является осью вращения, и перпендикулярная ей плоскость π. 
Других инвариантных одномерных подпространств нет, так как нет дру-
гого собственного вектора, не коллинеарного a. Другого инвариант-
ного дву мерного подпространства тоже нет, так как иначе его пересе-
чение с плоскостью π  было бы инвариантным одномерным подпро-
странством.

Пример 2. В пространстве E 3 задан оператор Pπ  ортогонального проек-
тирования на плоскость π : {x x x1 2 3 0− + = .

а) Задайте с помощью СЛАУ двумерное инвариантное подпростран-
ство L1, которое содержит вектор b= ( ; ; )3 2 5  .

б) Является ли инвариантным подпространство

L L a a2 1 21 1= { ( ; ; ), ( ; ; )} 3  2   11  4 ?

Решение. а) Искомое двумерное инвариантное подпространство 
содержит проекцию g P b= π  вектора b на плоскость π . При этом g≠ 0,  
так как вектор b не ортогонален π . Тогда инвариантное подпростран-
ство содержит и орто гональную составляющую h b g= − . Подстановка 
в уравнение показывает, что b∉ π, следовательно, h≠ 0. Заметим, что век-
тор h коллинеарен вектору нор мали n= −( ; ; )1 1 1  к плоскости π. Поэтому 
L L b g L b h L b n1= = ={ , } { , } { , }.

Инвариантность подпространства проверяется непосредственно:

P L L P b P n L P b L P b Lπ π π π π( ) { ( ), ( )} { ( ), } { ( )}1 10= = = ⊂ .

Стандартная процедура позволяет найти СЛАУ для подпространства 
L b n{ , }:

L x x x1 1 2 37 2 5 0: {− − + = .

б) Надо проверить условия L2 = π  или L2 ⊥ π . Первое условие 
не выполня ется, так как a2 ∉ π  (хотя a1 ∈π). Второе условие эквивалентно 
n L∈ 2. Для проверки этого включения надо найти ранг набора векторов 
{ , , }a a n1 2 . Вычисле ния показывают, что ранг набора равен двум, следова-
тельно, n L∈ 2, то есть под пространство L2 инвариантное.

Пример 3. В пространстве R3 линейный оператор A задан матрицей Ae 
в стандартном базисе e. Опишите все одномерные и двумерные инвари-
антные подпространства этого оператора. Двумерные подпространства 
задайте с помо щью СЛАУ в базисе e.
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а) Ae =













  2   1    1 

  0   2   0

  1    1   2

.     б) Ae =
−

− −
− −













   4       3 

4     5  

     6  

3

4

6 5

.

Решение. а) Найдем характеристическое уравнение для матрицы Ae:

χ λ
λ

λ( )=
−

−
  2       1         1 

     0      2       0

     1          1       2−
=− − − − =

λ
λ λ λ( )( )( )1 2 3 0. 

Для оператора A существует базис f f f f= { , , }1 2 3  из собственных век-
торов, со ответствующих трем различным собственным значениям λ1 1= , 
λ2 2= , λ3 3= . Собственные векторы являются решениями СЛАУ B Xk = 0 
с матрицами

B A E1= − =













1   1    1

0   1   0

1    1   1

, B A E2 2= − =













0   1    1

0   0   0

1    1   0

, 

B A E3 3= − =
−
−
−












1    1    1

  0  1    0

  1     1  1


.

Получим

f1= −(1; 0; 1), f2 = −(1; 1; 1), f3 = (1; 0; 1).

Одномерные инвариантные подпространства — это три прямые

V L f1 1= { }, V L f2 2= { }, V L f3 3= { }. 

При наличии базиса из собственных векторов с попарно различными 
соб ственными значениями любое инвариантное подпространство L опе-
ратора A представляется в виде

L L L L= ⊕ ⊕1 2 3, где L V1 1⊆ , L V2 2⊆ , L V3 3⊆ .

Подпространство L двумерное, только если в прямой сумме два слага-
емых одномерны, а третье нулевое. Получаем всего три варианта

L V V L f f1 2 3 2 3= ⊕ = { , }, L V V L f f2 1 3 1 3= ⊕ = { , }, L V V L f f3 1 2 1 2= ⊕ = { , }.

Зная координаты векторов f f f1 2 3, , , можно получить СЛАУ для этих 
подпро странств:

L x x1 1 3 0: { − = , L x2 2 0: { = , L x x x3 1 2 32 0: { + + = .
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б) Для нахождения характеристического многочлена для матрицы Ae 
используем формулу

χ λ λ λ λ( ) ( ) det=− + ⋅ − + + ⋅ +3 2
11 22 33trA A A A Ae e.

Получим характеристическое уравнение

χ λ λ λ λ λ λ( ) ( ) ( )=− + − + =− − − =3 2 24 5 2 1 2 0.

Для нахождения собственных векторов следует решить две СЛАУ:

( )A E X− ⋅ =
−

− −
− −











   3       3 

4     4  

     6  

3

4

6 6


⋅ =X 0, 

( )A E X− ⋅ =
−

− −
− −









2

3

4

6 7

   2       3 

4     3  

     6  


⋅ =X 0. 

Для первой системы получим два вектора f f1 2(1; 0; 1), (0; 1; 1)− = , 
для второй системы f3 = −( 3; 4; 6).

Для оператора A существует разложение R H H3
1 2= ⊕ , где H L f f1 1 2= { , } — 

двумерное собственное подпространство (плоскость), отвечающее соб-
ственному значению λ1 1= , H L f2 3= { } — собственное подпространство 
(прямая), отвечаю щее собственному значению λ2 2= . Одномерные ин-
вариантные подпростра нства — это все прямые в H1 или прямая H2. 

Любое двумерное инвариантное подпространство L  оператора A 
представ ляется в виде

L L L= ⊕1 2, где L H1 1⊆ , L H2 2⊆ .

Если L2 0= { }, то L H1 1= . В та ком случае подпространство L задается 
СЛАУ

L x x x: { 1 2 3 0− + = . 

Второй вари ант — когда L H2 2= , а L1 — любая прямая в H1. В этом слу-
чае L — любая плоскость, содержащая f3. Координаты вектора f3 удовлет-
воряют системе

4 3 0

2 0
1 2

1 3

x x

x x

+ =

+ =





    
. 

Любую плоскость, содержащую f3, можно описать уравнением, которое 
является линейной комбинацией двух уравнений системы для вектора f3:

L a b x ax bx: {( )4 2 3 01 2 3+ + + =  с двумя параметрами a b R, ∈ .
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При такой записи разным парам параметров может соответствовать 
одно подпространство. Для однозначного представления плоскости L  
можно исполь зовать следующий прием: 

либо L x x: {4 3 01 2+ = , либо L a x ax x: {( )4 2 3 01 2 3+ + + = , a R∈ .

Пример 4. Линейный оператор A в пространстве R3 задан матрицей 
в стандартном базисе e:

Ae =
−













1     0    1 

0     1    3

1   1   3

.

Найдите разложение R L L L f L f f3
1 2 1 2 3= ⊕ = ⊕{ } { , } в прямую сумму од-

номерного и двумерного подпространств, инвариантных относительно 
оператора A. Укажите матрицу Af  оператора A в базисе f f f f= { , , }1 2 3 .

Решение. Характеристический многочлен оператора

χ λ λ λ λ λ λ λ( ) ( )( )=− + − + = − − +3 2 25 9 5 1 4 5 . 

Собственные значения λ1 1= , λ2 3 2, = ± i. Для λ1 1=  находим собствен-
ный вектор: f1 1= ( ; ) 1; 0 . Для того чтобы найти комплексный собствен-
ный вектор с собственным значением λ2 2= + i, надо решить комплекс-
ную СЛАУ

( )

)

) .

− − + =

− − + =

− + − =










1 0

1 3 0

1 0

1 3

2 3

2 3

i z z

i z z

z i z

(

z (1

Комплексное решение z i i= − −( ; ; )1  3 3  2 . Представим его в виде суммы 
действительного и мнимого слагаемых

z f i f= + ⋅2 3, где f2 1= ( ; ) 3; 2 , f3 1= − −( ; )3; 0 .

Тогда L L f f= { , }2 3  — двумерное инвариантное подпространство. 
Из формулы

 Az Af i Af z i f i f f f i f f= + ⋅ = = + + ⋅ = − + ⋅ +2 3 2 2 3 2 3 2 32 2 2λ ( )( ) ( ) ( )

следует, что

Af f f2 2 32= − , Af f f3 2 32= + .

Эти разложения можно вычислить и непосредственно:
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A fe 2 =
−













1     0    1 

0     1    3

1   1   3
⋅












=












= −

1

3

2

3

9

4

2 2 3f f ,

A fe 3 =
−













1     0    1 

0     1    3

1   1   3
⋅
−
−












=
−
−












=

1

3

0

1

3

2    

f22 32+ f .

Данные соотношения показывают, что подпространство L L f f2 2 3= { , } 
инвариантное. Матрица в базисе { , }f f2 3  ограничения оператора A на под-

пространство L2 равна 
   2   1

1   2−









. 

Полностью матрица оператора A в базисе { , , }f f f1 2 3  имеет вид

Af =
−













1     0    0 

0     2    

0  1    2

1 .

Пример 5. Линейный оператор A в пространстве R3 задан матрицей 
в стандартном базисе e:

Ae =
−

−
−











   2       1 

     1     0

   0     3  

3

2

1


.

Выясните, является ли подпространство L x x x: { 1 2 32 0+ − =  инвари-
антным относительно действия оператора A.

Решение. Набор f f f= − ={ ( ; ; ), ( ; ; )}1 22 1 0 1 0 1     является базисом в про-
странстве L. Имеем

Af1

3

2

1

=
−

−
−











   2       1 

     1     0

   0     3  


⋅ −












= −
−







   

   

   2

1

0

7

5

3


, Af2

3

2

1

=
−

−
−











   2       1 

     1     0

   0     3  


⋅












= −
−













1

0

1

   3

2

1
.

Подстановка координат векторов Af1 и Af2 в уравнение L x x x: { 1 2 32 0+ − =  
показывает, что Af L1 ∈ , Af L2 ∈ . Поэтому подпространство L инвариант-
ное.

Пример 6. В пространстве функций на прямой задано подпространство 
V L f= { }, где f  — линейно независимый набор, состоящий из функций

f e xx
1= cos , f ex

2 = , f e xx
3 = sin , f e x

4
2= .
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Линейный оператор в V  задан условием A f x e f x( )( )= ⋅ +( )−1 1 .
а) Покажите, что A V V( )⊆ , и укажите матрицу этого линейного опе-

ратора в базисе f ;
б) Перечислите все инвариантные подпространства оператора A, за-

дав их в виде линейных оболочек векторов базиса f .
Решение. а) Вычислим действие оператора A на векторах базиса:

Af e e x e x x f fx x
1

1 1
11 1 1 1 1= + = ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅− + cos( ) (cos cos sin sin ) cos sin 33;

Af e e e fx x
2

1 1
2= = =− + ;

Af e e x e x x f fx x
3

1 1
11 1 1 1 1= + = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅− + sin( ) (sin cos cos sin ) sin cos 33;

Af e e e e e fx x
4

1 2 2 2
4= = ⋅ = ⋅− + .

Итак, каждый образ Afk выражается через базис f . Значит, A V V( )⊆ . 
Матрица линейного оператора в базисе f  принимает вид

Af = −

           

                     

   

cos sin

sin

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0       

                     

cos1 0

0 0 0 e













.

б) Пространство V  разлагается в прямую сумму трех инвариантных 
подпространств

V V V V= ⊕ ⊕1 2 3, где V L f1 2= { }, V L f2 4= { }, V L f f3 1 3= { }, . 

Пересечение инвариантного подпространства L с каждым V j также ин-
вариантно. Но каждое подпространство V j неприводимо и содержит всего 
два инвариантных подпространства: нулевое подпространство и само V j. 
Значит, либо L V j∩ =∅, либо V Lj ⊆ .

В результате перебора комбинаций всех прямых сумм получим восемь 
вариантов инвариантных подпространств:

dim L( )= 0 : L1 0={ };
dim L( )=1 : L V L f2 1 2= = { },  L V L f3 2 4= = { };
dim L( )= 2 : L V V L f f4 1 2 2 4= ⋅ = { }, ,  L V L f f5 3 1 3= = { }, ;
dim L( )=3 : L V V L f f f6 1 3 2 1 3= ⋅ = { }, , ,  L V V L f f f7 2 3 4 1 3= ⋅ = { }, , ;
dim L( )= 4 : L V8 = .

Типовые задачи

1. В пространстве E 3 или E 4 задано линейное подпространство L. Пред-
ставьте в виде линейной оболочки минимальное линейное подпростран-
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ство L1, инвариантное относительно оператора P  ортогонального проек-
тирования на L и содержащее вектор a.

а) L x x x: {3 2 01 2 3− + = , a ( ; ; )1 2 1 .

б) L
x x x

x x x
: 1 2 3

1 2 3

2 0

2 0

+ − =

− + =






, a ( ; ; )3 1 0 .

в) L L a a= −( ) −( ){ }1 21 0 1 2 1 1; ; , ; ; , a ( ; ; )− −1 1 3 .

г) L x x x: {2 3 4 01 2 3− + = , a ( ; ; )1 2 1 .

д) L
x x x

x x x
: 1 2 3

1 2 3

2 0

2 0

+ − =

− + =






, a ( ; ; )0 0 7 .

е) L
x x x x

x x x x
: 1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

2 2 0

+ − − =

+ − − =






, a ( ; ; ; )2 1 0 0 .

ж) L x x x x: { 1 2 3 4 0+ − − = , a ( ; ; ; )1 2 3 4 .  
Дополнительно.

з) L
x x x x

x x x x
:

2 2 0

3 2 2 3 0
1 2 3 4

1 2 3 4

+ + − =

+ + − =






, a ( ; ; ; )1 1 1 1− .

и)  L
x x x x

x x x x
:

2 2 0

2 2 0
1 2 3 4

1 2 3 4

− − + =

+ + + =






, a ( ; ; ; )2 0 1 0 .

к) L
x x x x

x x x x
: 1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

2 2 0

+ − − =

+ − − =






, a ( ; ; ; )0 1 0 2 .

л) L x x x x: { 1 2 3 4 0− + − = , a ( ; ; ; )4 3 2 1 .

м) L
x x x x

x x x x
:

3 2 2 0

2 2 3 0
1 2 3 4

1 2 3 4

− − − =

+ + − =






, a ( ; ; ; )1 0 1 1 .

2. В пространстве E 3 или E 4 задано линейное подпространство L. При-
ведите СЛАУ для минимального линейного подпространства L1, инвари-
антного от носительно оператора S зеркальной симметрии относительно 
подпростран ства L и содержащего вектор a.

а) L x x x: { 1 2 32 2 0− + = , a ( ; ; )−1 1 3 .
б) L x x x: {2 01 2 3− + = , a( ; ; )1 1 3 .
в) L x x x x: { 1 2 3 4 0− − − = , a ( ; ; ; )1 1 2 2 .
3. Проверьте, инвариантно ли подпространство L1 для оператора S зер-

кальной симметрии относительно подпространства L E n⊂ .
а) L x x x: {3 2 01 2 3− + = , L L a a1 1 21 0 1 2 1 3= −( ) −( ){ }; ; , ; ; .
б) L x x x: {2 01 2 3− − = , L L a a1 1 25 3 1 1 2 1= ( ) ( ){ }; ; , ; ; .
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в) L x x x: { 1 2 32 2 0− + = , L L a a= −( ) −( ){ }1 24 3 5 2 1 2; ; , ; ; .
Дополнительно.
г) L x x x x: { 1 2 3 4 0+ − − = , L L a a= − − − −{ }1 21 4 5 2 2 1 2 1( ; ; ; ), ( ; ; ; ) .
д) L x x x x: { 1 2 3 4 0− + − = , L L a a= − − − −{ }1 21 2 5 2 2 1 2 1( ; ; ; ), ( ; ; ; ) .
е) L x x x x: {

1 2 3 4
0− − − = , L L a a1 1 22 1 2 1 1 1 0 2= − −( ) − −( ){ }; ; ; , ; ; ; .

4. В пространстве E 3задан оператор Pπ  ортогонального проектирова-
ния на плоскость π.

(1) Найдите матрицу Pe этого оператора в стандартном базисе { , , }e e e1 2 3 .
(2) Задайте в виде СЛАУ двумерное инвариантное относительно Pπ  

подпространство L Ea ⊂
3, которое содержит вектор a.

(3) Будет ли инвариантным относительно Pπ  подпространство L1?
 а) π= − − −L a a{ ( ; ; ,), ( ; ; ) }    1 21 1 1 3 1 1 , a= ( ; )2  1; 1 , 
  L x x x1 1 2 33 2 0: { − − = .
 б) π : {x x x1 2 32 0+ − = , a= −( ; )2  1; 1 , L L b b1 1 21 2 5 2 1 4= { ( ; ; ), ( ; ; )}.
Дополнительно.
 в) π= − −L a a{ ( ; ; ), ( ; ) }   5; 2  1 21 1 1 4 , a= ( ; )2  1; 1 , 
  L x x x1 1 2 32 3 0: { + − = .
5. В пространстве E 3 задан оператор Sπ зеркального отражения отно-

сительно плоскости π.
(1) Найдите матрицу этого оператора в каноническом базисе { , , }e e e1 2 3 .
(2) Задайте в виде СЛАУ двумерное инвариантное относительно Sπ 

подпространство La в E 3, которое содержит вектор a.
(3) Будет ли инвариантным относительно Sπ подпространствоL1? 
 а) π : {2 01 2 3x x x− − = , a= ( ; )1 2 ; 1 , L L b b1 1 22 1 3 1 1 1= −{ ( ; ; ), ( ; ; )}.
 б) π= − −L a a{ ( ; ,), ( ; ) }  1; 2  2;  1 21 1 1 , a= ( ; )2  1; 1 ,
   L x x x1 1 2 33 2 0: { − + = .
Дополнительно.
 в) π : {2 3 01 2 3x x x+ − = , a= ( ; )2  1; 3 , L L b b1 1 22 1 1 1 2 4= − −{ ( ; ; ), ( ; ; )}.
6. Для оператора с матрицей Ae задайте в виде линейной оболочки 

минимальное инвариантное линейное подпространство L, содержащее 
вектор a.

а) Ae =
−

− −
− −












   5       12

     3   

     4   

6

2 5

2 6


, a( ; ; )0 1 0 .

б) Ae =
−











3     1  2

     1     1

     2    3

1

1

, a( ; ; )1 1 0 .
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в) A
e
=
−

−
− −













4

5

9

2

1

4

5

5

10

, a( ; ; )1 0 1 .

7. Для матрицы A выразите матрицу A−1 в виде многочлена от A.

а) A=
−
−
−













1    2   2

    2   

2    2   

3 3

3

. б) A=
− −

−
− −












   3  4   8

     2      5

   1      

3

1 4


. в) A=

−
−
−













4       3

   8    3

3       4

9

3

9

. 

Дополнительно.

г) A=
− −
−
−













3 4

3

4

     4  

   4       4

   4       5

. д) A=

−
−

− −







   8         3

   9         

      3   

3

4 3

9 4


. е) A=

−
−
−













2     3   

     5   6

6     6   

3

6

7

.

8. Линейный оператор A в пространстве R3 задан матрицей Ae. Исполь-
зуя комплексный собственный вектор, найдите базис f f f f= { , , }1 2 3  такой, 
что R3 раскладывается в прямую сумму инвариантных подпространств 
L f{ }1  и L f f{ , }2 3 . Укажите матрицу Af . 

а) Ae =
−

− −
− −







   0   2      2 

1      6   4

      8   62 


. б) Ae =

−
− −
− −







   1   2      2 

3   3      2

   6      54 


. в) Ae = − − −

− −







   2      1      4 

2   2   2

      0   2 4 


.

Дополнительно.

г) Ae =
−
−

− −







   7        4 

      1      2 

      8   

7

2

6 1






. д) Ae =

− −
−
−







3 4

6

12 7

         4

   4      9   

   4       


. е) Ae =

−

−







9      6   

      1        2

      4     

14

0

5 7






.

ж) A
e
=













0 4 6

6 6 22

2 1 6

. з) A

e
=
−





1 2 6

2 1 2

2 1 5


.

Дополнительные задачи

9. Пусть A – линейный оператор такой, что A A2 = . Пусть при этом 
A E≠  и A≠ 0. Докажите, что тогда L L L= ⊕1 2, где ограничение оператора 
A на L1 равно E , а ограничение оператора A на L2 равно нулю.

10. Пусть A – линейный оператор такой, что A E2 = . Пусть при этом 
A E≠  и A E≠− . Докажите, что в этом случае L L L= ⊕1 2, где ограничение 
оператора A на L1 равно E , а ограничение оператора A на L2 равно –Е.
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11. Дано подпространство L L x x x x= { , cos , sin , cos , sin }1 2 2 2 2  в про-
странстве всех бесконечно дифференцируемых функций, определенных 
на числовой прямой. Докажите, что подпространство L инвариантно отно-
сительно оператора дифференцирования A f x f x( ( )) ( )= ′ . Найдите все од-
номерные и двумер ные инвариантные подпространства относительно 
оператора A, содержащи еся в L. 

12. Известно, что числа λ= 2 и z i= +1  являются собственными значе-
ниями матрицы A размером ( )3 3×  с действительными элементами. Не при-
водя матрицу A к диагональному виду, представьте обратную матрицу A−1 
в виде многочлена от матрицы A. 

13. Известно, что числа λ=−2 и z i= −2  являются собственными зна-
чениями матрицы A размером ( )3 3×  с действительными элементами. Вы-
пишите характеристический многочлен матрицы A2.

14. Линейные операторы A и B  перестановочны, то есть AB BA= , Vα – 
соб ственное подпространство, отвечающее собственному значению α. 
Дока жите, что подпространство Vα инвариантно относительно оператора B.

15. Линейные операторы A и B  перестановочны, то есть AB BA= , век-
тор f – собственный с собственным значением α для линейного опера-
тора A, причем ГК( )α = 2. Докажите, что набор векторов { , ( ), ( )}f B f B f2  
линейно зависим.

16. Для линейного оператора A в Rn и вектора f  степень минималь-
ного мно гочлена Qf (t) равна m (Qf (t) – многочлен минимальной степени 
такой, что Q A fx ( ) = 0). Докажите, что набор векторов { , , ,..., }f Af A f A fm2 1−  
ли нейно независим, а линейная оболочка L L f Af A fm= { }−, ,... 1  инвари-
антна относительно оператора A.

Ответы на типовые задачи

1. а) L L n a1 3 1 2 1 2 1= −( ) ( ){ ; ; , ; ; } .
 б) L L a1 3 1 0= ( ){ ; ; } .
 в) L L n a1 1 3 1 1 1 3= ( ) − −( ){ ; ; , ; ; } .
 г) L L a1 1 2 1= ( ){ ; ; } .
 д) L L a g1 0 0 7 1 3 5= ( ) −( ){ ; ; , ; ; } , где g Pa= .

 е) L L a g1 2 1 0 0 1
1
2

1
1
2

= − −










( ; ; ; ), ( ; ; ; )  , g Pa= .

 ж) L L n a1 1 1 1 1 1 2 3 4= − −{ }( ; ; ; ), ( ; ; ; )    .
 з) L L a1 1 1 1 1= −{ }( ; ; ; )  . 
 и) L L a g1 2 0 1 0 2 1 1 2= − −{ }( ; ; ; ), ( ; ; ; )    , где g Pa= 2 .
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 к) L L a g1 0 1 0 2 0 1 0 1= { }( ; ; ; ), ( ; ; ; )      , где g Pa= ⋅2
3 .

 л) L L a n1 4 3 2 1 1 1 1 1= − −{ }( ; ; ; ), ( ; ; ; )    .
 м) L L a1 1 0 1 1= { }( ; ; ; )   .
2. а) L x x x1 1 2 38 5 0: { + + = .
 б) L x x x1 1 2 34 5 3 0: { + − = .

 в) x x x

x x
1 2 3

3 4

3 2 0

0

+ − =
− =






.

3. а) Инвариантно. б) Не инвариантно. в) Инвариантно. 
 г) Инвариантно. д) Не инвариантно. е) Не инвариантно.

4. а) Pe = ⋅
−

−





1
6

2

2

   5     1    

   1     5      2

    2      2








; L x x xa : { 1 2 3 0− − = ; L1 инвариантно.

 б) Pe = ⋅
−

−





1
6

2   5        1

2     2      2

   1     2      5








; L x x xa : {3 5 01 2 3+ + = ; L1 инвариантно.

 в) Pe = ⋅
−

−





1
14

3

3

  13     2    

   2    10      6

      6      5








; L x x xa : { 1 2 3 0− − = ; L1 не инвариантно.

5. а) Se = ⋅
−

−
−







1
3

21     2      

   2     2  1

   2  1     2






; { :L x x xa 1 2 33 5 0− + = ;

  не инвариантно, так как n L ( ; ; )2 1 1 1− − ∉ .

 б) Se = ⋅
−

−








1
3

2   1  2     

2    1     2

   2    2     1 


; L x x xa : {2 3 01 2 3− − = ;

  инвариантно, так как n L ( ; ; )1 1 1 1− ∈ .

 в) Se = ⋅
−

− −






1
7

2   3   6      

6   2     3

   2      3     6







; { :L x x xa 5 4 2 01 2 3− − = ;

  инвариантно, так как L1= π. 
6. а) L L a b= ( ) −( ){ ; ; , ; ; }0 1 0 6 3 4 . 

 б) L E= 3. в) L L a= ( ){ ; ; }1 0 1 .
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7. а) A A E− = ⋅ −1 1
2 ( ). б) A A A E− = ⋅ − −1 1

11
2 13( ).

 в) A A E− = ⋅ +1 1
2 ( ). г) A A E− = ⋅ +1 1

3 2( ). 
 д) A A E− = ⋅ −1 1

2 ( ). е) A A E− = ⋅ −1 1
2 ( ).

8. а) Af = −
− −













2      0     0 

0   1      1

      10 1

,

  R L f L f f3
1 2 30 1 1 1= ⊕ −{ ( ; )} { ( ; ), ( ; ; )}  1; 1   0; 0    2 .

 б) Af =
−

−






1      0      0 

   0      2      1

   0         21








, 

  R L f L f f3
1 2 30 1 1 1= ⊕ −{ ( ; )} { ( ; ), ( ; ; )}  1; 1   0; 1    1 .

 в) Af =
−

−
− −







2      0     0 

   0   1      1

   0      11






, 

  R L f L f f3
1 2 31 1 2 1 1 1 1= − ⊕ − − −{ ( ; )} { ( ; ; ), ( ; ; )}  0;     1 .

 г) Af =
−











1      0      0 

0      2      1

0         21


, 

  R L f L f f3
1 2 33 3 0 1= − ⊕ −{ ( ; )} { ( ; ), ( ; )}  2; 1   2;   0; 2 .

 д) Af = −
− −













1      0     0 

0   1      2

      10 2

, 

  R L f L f f3
1 2 31 0 2 1= ⊕ −{ ( ; )} { ( ; ), ( ; ; )}  1; 2   1; 2    0 .

 е) Af =
−

−






1      0      0 

   0      2      1

   0         21








,

  R L f L f f3
1 2 32 1 1 1 1= − ⊕ −{ ( ; ; )} { ( ; ), ( ; ; )}  1   1; 1   0 .

 ж) Af = −
− −













2 0 0

0 1 1

0 1 1

 ,

  R L f L f f3
1 2 31 1 3 1 1= ⊕{ ( ; )} { ( ; ), ( ; ; )}2; 1 1; 0  .
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 з) Af =
−












1 0 0

0 2 1

0 1 2


 ,

  R L f L f f3
1 2 31 1 1 1 1= ⊕{ ( ; )} { ( ; ), ( ; ; )}2; 1 1; 0  .

Ответы на дополнительные задачи

12. A A A E− = ⋅ − +1 1
4

2 4 6( ).             
13. χ λ λ λ λ( )=− + − +3 210 49 100. 

Ответы на дополнительные задачи 105



XIX. ЖОРДАНОВА НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА

Определения и формулы

Блочной матрицей называется матрица A размером M N× , элементами 
кото рой являются обычные матрицы AJK  (будем называть их клетками), 
причем ко личество строк в матрицах J-й строки одинаково и равно MJ , 
а количество стол  бцов в матрицах K-го столбца одинаково и равно NK.

Если M N=  и M NK K=  для всех K , блочная матрица называется 
квадрат ной. Все матрицы, лежащие на главной диагонали квадратной 
блочной матрицы, квадратные в обычном смысле.

 Квадратная блочная матрица называется диагональной, если все ма-
трицы, не лежащие на главной диагонали, равны нулю. Квадратная блоч-
ная матрица назы вается верхней треугольной, если равны нулю все ма-
трицы, лежащие под главной диагональю.

Определитель треугольной (в частности, диагональной) квадратной 
блочной матрицы равен произведению определителей матриц, лежащих 
на главной диа гонали.

Пусть пространство оператора A каким-то способом разложено в пря-
мую сумму V V V VM= ⊕ ⊕…⊕1 2 . Выберем в каждом подпространстве VK  
базис FK, и пусть базис F  пространства V  образован объединением всех 
базисов FK. Тогда матрица оператора AF  представима в виде квадратной 
блочной матрицы поряд ка M . Клетка AJK  этой матрицы состоит из тех 
коэффициентов ajk  матрицы AF , для которых базисный вектор f Fj J∈ , 
а f Fk K∈ .

При этих предположениях подпространство VK  инвариантно для опера-
тора A тогда и только тогда, когда в K-м столбце блочной матрицы AF  от-
лична от нуля только клетка AKK, лежащая на главной диагонали. Все под-
пространства VK  инвариантные тогда и только тогда, когда матрица AF  
диагональная.

Числовая матрица порядка p, которая содержит одно и то же число α 
на главной диагонали (ajj =α  при всех j), единицы над главной диагона-
лью (aj j, + =1 1 при j p< ) и нули в остальных ячейках, называется жорда-
новой клеткой размера p с собственным значением α.

Характеристический многочлен жордановой клетки равен 
χ λ α λ( )= −( )p

.



Диагональная квадратная блочная матрица, в которой каждая матрица 
на диагонали является жордановой клеткой, называется жордановой ма-
трицей.

Если все собственные значения жордановых клеток жордановой ма-
трицы равны α, то такая матрица называется жордановым блоком с соб-
ственным значением α. Для матрицы, которая является жордановым бло-
ком, характе ристический многочлен χ λ α λ( )= −( )n.

Если матрица оператора в некотором базисе жорданова, то говорят, 
что оператор приведен к жордановой нормальной форме. Базис, в кото-
ром матрица оператора является жордановой, называется жордановым 
базисом. Без ограни чения общности можно считать, что жорданова нор-
мальная форма состоит из жордановых блоков, каждый из которых со-
стоит из жордановых клеток (возмо жно, для этого придется переставлять 
векторы жорданова базиса).

Основная теорема о приведении к жордановой нормальной форме: 
оператор, все собственные значения которого действительные, приво-
дится к жордановой нормальной форме.

В комплексном линейном пространстве любой линейный оператор 
приводит ся к жордановой нормальной форме.

Оператор B, для которого B p при некотором p, называется нильпотент-
ным оператором. Любой нильпотентный оператор приводится к жорда-
новой нормаль ной форме.

Если для оператора A имеет место равенство A
p

−( ) =αE 0 при неко-
торых α и p, то оператор B A= −αE  нильпотентный. Жорданов базис 
для оператора B  одновременно является жордановым базисом для опе-
ратора A.

Пусть жорданов базис для нильпотентного оператора B, матрица кото-
рого состоит из одной жордановой клетки размера p с собственным значе-
нием нуль, состоит из набора векторов f f f p1 2, , ,… . Определение матрицы 
оператора в сочетании с видом жордановой клетки показывает, что дей-
ствие оператора B  на векторах базиса можно представить в виде цепочки

 f f f fp p→ →…→ → →−1 2 1 0.

Базисный вектор f p называется корневым вектором для данной 
жордановой клетки. Этот вектор характеризуется тем, что B fp

p( )= 0 , 
а B fp

p
− ( )≠1 0. Зная корневой вектор, можно получить остальные базис-

ные векторы с помощью формулы f B fk
p k

p= ( )− .
Индекс k  называется высотой вектора fk. Высота вектора x  для нильпо-

тентного оператора B  определяется из соотношения B xk ( )= 0 , но 
B xk− ( )≠1 0.
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Для нильпотентного оператора B  вектор g называется присоединен-
ным к ненулевому вектору f , если Bg f= . В жордановой клетке базисный 
вектор fk+1 присоединен к базисному вектору fk.

Для нильпотентного оператора B  число dim Im B Ker B( )∩ ( )( )  равно  
количеству клеток размером больше единицы.

Жордановой нормальной форме оператора A в пространстве V  соответ-
ствует разложение в прямую сумму V L L Ls= ⊕ ⊕…⊕1 2 , где все Lj  – 
инвариант ные подпространства. При этом матрица ограничения опера-
тора A на подпро странство Lj  является жордановой клеткой с собствен-
ным значением α j  в жор дановом базисе Fj. Жорданов базис F  оператора A 
является объединением жордановых базисов клеток: F F F Fs= ∪ ∪…∪{ }1 2 . 

Подпространства Lj  выбираются неоднозначно. Однако количество 
жорда новых клеток, соответствующих одному и тому же собственному 
значению α i, равно dim EKer A i−( )( )α  и не зависит от жорданова базиса. 

Прямая сумма Hi  всех подпространств Lj, соответствующих одному 
и тому же собственному значению α i, называется корневым подпростран-
ством. Корне вое подпространство H Ker Ai i

p
= −( )( )α E , где p – макси-

мальный размер жордановой клетки с собственным значением α i . Этой 
формулой кор невое подпространство Hi  определено однозначно.

Любое инвариантное подпространство оператора A является прямой 
суммой каких-то инвариантных подпространств Li, принадлежащих кор-
невым подпро странствам Hi .

В жордановой клетке размера p каждое инвариантное подпространство 
является линейной оболочкой L f f fk1 2, , ,…{ } базисных векторов для не-
которого k  (k  меняется от 0 до p).

Примеры решения задач

Пример 1. Линейный оператор A задан в базисе e матрицей Ae. Приведи те 
оператор к жордановой форме, укажите возможный жорданов базис и ма-
трицу перехода к этому базису.

а) Ae = −
− −

   11       3         5 

            1       1

24   

1

7      −











10

.    б) Ae =
−

− −
− −






   3       5     

3   13     21

2   1 0     16

7








. 

Решение. а) Характеристическое уравнение для оператора A будем счи-
тать по формуле

χ λ λ λ λ( ) ( ) det=− + ⋅ − + + ⋅ +3 2
11 22 33trA A A A Ae e.

Получим

108 XIX. Жорданова нормальная форма



χ λ λ λ λ λ( ) ( )=− + − + =− − =3 2 36 12 8 2 0.
Единственное собственное значение λ= 2 имеет кратность 3. Каждый 

собствен ный вектор является решением системы

B X A E Xe e⋅ = − ⋅ =
−

− −
− −

( )2

7   1       5     

3   15     21

2   1 0      14












⋅ =X 0.

Ранг системы равен 1, поэтому dim( ) .KerB = 2  Значит, жорданова 
форма нильпотентного оператора B  содержит две клетки. Единственный 
вариант раз меров клеток 1 и 2. Итак, мы уже можем указать жордановы 
формы операторов B  и A:

 B f =













0    0    0 

0    0    

0    0    0

1 , A B Ef f= + =











2 1

2    0    0 

0    2    

0    0    2

.

Теперь нужно подобрать базисный вектор f11 клетки размера 1 и базис-
ные векторы f21 и f22 клетки размера 2. Сначала способом «сверху вниз» по-
строим базисные векторы клетки размера 2. Подбором найдем подходящий 
корневой вектор f22, для которого B fe 22 0≠ . Например, f22 1 0 0= ( ; ; )  . Тогда

f B fe21 22

7

= =
−

− −
− −

   1       5     

3   15     21

2   1 0     114

   










⋅












= −
−






1

0

0

1

3

2








.

В качестве базисного вектора f11 клетки размера 1 годится любое ре-
шение системы B Xe = 0 , не коллинеарное вектору f21 1 3 2= − −( ; ; ). Пусть 
f11 7 0 1= ( ; ; )  . В итоге получим жорданов базис

f11 7 0 1= ( ; ; )  , f21 1 3 2= − −( ; ; ), f22 1 0 0= ( ; ; )  .

Матрица перехода к жорданову базису

 Te f→ = −
−












7      1     1 

        0

        0

0 3

1 2


.

б) Характеристическое уравнение для оператора A, вычисленное по из-
вестной формуле, равно

χ λ λ λ λ λ λ( ) ( )=− + − =− − =3 2 22 1 0.

В отличие от матрицы пункта а) собственных значений два. Это накла-
дывает определенные ограничения на выбор корневых векторов. Собствен-
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ному значению λ1 0=  алгебраической кратности 1 соответствует жорданова 
клетка размера 1. Собственный вектор для λ1 0=  является решением СЛАУ

B X A E Xe1 0 1⋅ = − ⋅ ⋅ = −( )

  11        3       5 

            1     11

24        10− − −












⋅ =

7

0X . 

Получим f11 1 2 1= − −( ; ; ). 
Для собственного значения λ2 1=  система

B X A E Xe2 1⋅ = − ⋅ = −
−

( )

  10        3       5 

            0     1

224        11− −












⋅ =

7

0X

имеет ранг 2, поэтому геометрическая кратность корня равна 1. Значит, 
корню λ2 1=  соответствует одна жорданова клетка размера 2. Нам надо 
найти такую пару векторов { , }f f21 22 , что B f f2 22 21= , B f2 21 0= . Будем стро-
ить базис для клетки размером 2 способом «снизу вверх». Сначала, ре-
шив систему B f2 21 0= , найдем собственный вектор f21 1 5 1= −( ; ; ) . Затем 
найдем присоединенный к f21 вектор f22 . Для этого решим матричное 
уравнение

B f f2 22 21=  или B X2 1⋅ = −
−

  10        3         5 

            0       1

24         11

   

   − −












⋅ = −













7

1

5

1

X 
.

Получим f22 0 8= −( ; ; ) 5 .
Итоговый жорданов базис для оператора А:

f f f f= − − − −{ ( ; ; ), ( ; ; ), ( ; ; )11 21 221 2 1 1 5 1 0 8    5 }.

Жорданова нормальная форма оператора А и матрица перехода к жор-
данову базису 

Af =













0    0    0 

0    1    

0    0    1

1 , Te f→ = − − −
−






   1       1      0 

      8

       1      5

2 5

1








.

Замечание. Для подбора пары векторов { , }f f21 22  при построении жор-
данова базиса для клетки размера 2 можно также использовать способ 
«сверху вниз». Он заключается в нахождении такого частного решения 
f22 уравнения
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B X2
2

5 8

17

⋅ =
− − −17         

   34     10      16 

          5        8












⋅ =X 0,

для которого f B f21 2 22 0= ≠ .  Годится вектор f22 5 17= −( ; ; ), 0
f B f21 2 22 1 1= = − −( ; ) 5; . Данный жорданов базис отличается от ранее най-
денного.

Пример 2. Линейный оператор А задан в базисе е матрицей Ае. Приведи те 
оператор к жордановой форме, укажите возможный жорданов базис и ма-
трицу перехода к этому базису.

а) Ae =

−
−
−

−
−
−

− −
−







5

8

3

5

2

0

1

0

5

6

1

1

3

0

2

1









.

б) Ae =
− −
− −

−
−

−

4

4

6

6

2

0

2

0

7

5

9

6

4

0

3

2−













.

в) Ae =

−
−

− −
−

13

0

6

9

9

0

1

4

16

0

7

25

−− −












11

0

19

11

.

Решение. а) Характеристический многочлен матрицы Ae равен произве-
дению множителя − −( )1 λ  и характеристического многочлена матрицы

 A e' =
−
−
−

−
−
−













5

8

2

3

5

1

5

6

3

.

Вычисления показывают, что χ λ λ( )= +( )1 4 . Собственное значение 
λ1 = – 1 имеет алгебраическую кратность 4. Чтобы определить количество 
и размеры жордановых клеток, вычислим матрицы B A Ee e= + , Be

2 и Be
3:

Be =

−
−
−

−
−
−

− −





6

8

3

4

2

0

1

0

5

6

1

1

2

0

2

0









, Be
2

2

4

1

2

0

0

0

0

2

4

1

0

0

0

1

0

=

−
−
−
−













, Be
3

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

2

0

0

0

0

=













.
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Из того, что Be
3 0≠ , следует, что максимальный размер жордановой 

клетки равен 4. Следовательно, жорданова форма оператора B  состоит 
из одной клетки размера 4. Итак, мы уже можем указать жордановы формы 
операторов В и А:

 B f =












0

0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0



, Af =

−
−

1

0

1

1

0

0

0

0

0

1

0

00

1

0

1

1

−
−













.

Корневой вектор клетки размера 4 надо выбирать так, чтобы он не 
был корнем уравнения B Xe

3 0⋅ = . Годится вектор f4 0 0 0 1=( ); ; ; . Тогда 
f B fe3 4= , f B fe2 3= , f B fe1 2= . В итоге получим жорданов базис

f1 1 2 0 0; ; ;( ), f2 1 0 1 0; ; ;( ), f3 1 1 2 0− −( ); ; ; , f4 0 0 0 1; ; ;( ).
Матрица перехода к жорданову базису 

Te f→ =

−

−







1

2

1

0

0

0

1

0

1

1

0

0

2

0

0

1









.

б) Характеристический многочлен матрицы Ae равен произведению 
множителя − −( )2 λ  и характеристического многочлена матрицы

A e' = −
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−
−
−
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.

Вычисления показывают, что χ λ λ( )= +( )2 4 . Собственное значение 
λ1 =  – 2 имеет алгебраическую кратность 4. Чтобы определить количество 
и размеры жордановых клеток, вычислим матрицы B A Ee e= +2 , Be

2 и Be
3:

Be =
− −
− −
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0
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− − −
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, Be
3 0= .

Из того, что Be
2 0≠ , Be

3 0= , следует, что максимальный размер жорда-
новой клетки равен 3. Следовательно, жорданова форма оператора B  со-
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стоит из двух клеток размерами 3 и 1. Выпишем жордановы формы опе-
раторов В и А:

B f =
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Корневой вектор f13 клетки размером 3 не должен быть корнем урав-
нения B Xe

2 0⋅ = . Годится вектор f13 1 0 0 0=( ); ; ; . Тогда

 f B fe12 13 6 4 2 0= = − −( ); ; ; , f B fe11 12 2 2 0 0= = −( ); ; ; .

Корневым вектором клетки размера 1 может служить любое реше-
ние уравнения B Xe = 0 , не коллинеарное вектору f11. Годится вектор 
f21 3 0 0 2=( ); ; ; . В итоге получим жорданов базис

f11 2 2 0 0; ; ;−( ), f12 6 4 2 0; ; ;− −( ), f13 1 0 0 0; ; ;( ), f21 3 0 0 2=( ); ; ; .

Матрица перехода к жорданову базису:

T
e f→ =

− −
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.

в) Чтобы облегчить задачу вычисления характеристического многоч-
лена, временно поменяем в базисе базисные векторы e2 и e3. Тогда в новом 
базисе g характеристический многочлен треугольной блочной матрицы 
Ag  равен произ ведению характеристических многочленов двух матриц 
13

9

16

11− −









 и 
− −









9
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25

11
 порядка 2. В итоге χ λ λ( )= −( )1 4. Собственное зна-

чение λ1 =  1 имеет алгеб раическую кратность 4. Чтобы определить коли-
чество и размеры жордановых клеток, вычислим матрицы B A Ee e= +2 , 
Be

2 и Be
3:

Be =

−
−

− −
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, Be
2 0= .
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Из того, что Be
2 0= , следует, что максимальный размер жордановой 

клетки равен 2. Для жордановой формы возможны два варианта: две клетки 
размера 2 или три клетки размерами 2, 1 и 1. Ранг матрицы Be равен 2, сле-
довательно, общее число клеток равно числу Ker B( )= 2. Итак, верен вари-
ант двух клеток размера 2. Выпишем жордановы формы операторов В и А:

B f =
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Если для данного собственного значения размеры всех жордановых 
клеток оператора одинаковые, строить их проще способом «снизу вверх». 
Сначала най дем базисные векторы в ядре оператора B . Они являются ре-
шениями системы

 B Xe =
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−
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⋅ =X . 

В качестве базиса ядра оператора B  выберем векторы

f11 4 0 3 0= −( ); ; ; , f21 1 5 2 2= −( ); ; ; .

Чтобы получить присоединенные векторы, нужно выбрать какие-ни-
будь частные решения систем B X fe = 11 и B X fe = 21. Например,

 f12 3 0 2 0= −( ); ; ; , f22 1 2 2 1= − −( ); ; ; .

В итоге жорданов базис

f11 4 0 3 0; ; ;−( ), f12 3 0 2 0; ; ;−( ), f21 1 5 2 2; ; ;−( ), f22 1 2 2 1− −( ); ; ; .

Матрица перехода к жорданову базису Te f→ = − −
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.

Пример 3. Линейный оператор А задан в базисе е матрицей Ае. Приве-
дите оператор к жордановой форме, укажите возможный жорданов базис 
и мат рицу перехода к этому базису.
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а) Ae =
− −
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.    б) Ae =
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Решение. а) Характеристический многочлен треугольной блочной ма-
трицы Ae равен произведению характеристических многочленов матриц 

17
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 и 

5
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. В итоге χ λ λ λ( )= −( ) +( )1 1

3. В отличие от матриц 

Примера 2 соб ственных значений два. Это накладывает определенные 
ограничения на выбор корневых векторов. Сначала найдем собственный 
вектор с собственным значе нием λ=1, который порождает клетку разме-
ром 1. Получим f11 3 4 0 0= −( ); ; ; .

Будем искать клетки, соответствующие собственному значению λ=−1. 
Ранг матрицы B A Ee e= +  равен 3, то есть dim Ker B( )( )=1, поэтому соб-
ственному значению λ=−1 соответствует одна клетка размером 3. Будем 
строить ее спо собом «снизу вверх».

Сначала решим уравнение

B X A E Xe e⋅ = +( )⋅ =
− −
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⋅ =X 0.

Его частное решение, например, f21 2 3 0 0= −( ); ; ; . Затем найдем 
присоединен ный вектор, решив уравнение B X fe = 21. Выберем решение 
f22 1 1 3 2= − −( ); ; ; . Следующий присоединенный вектор является решением 
уравнения B X fe = 22. Можем взять f23 1 2 2 1= − −( ); ; ; .

Теперь мы можем выписать матрицу перехода к жорданову базису 
и жорда нову форму оператора А:

 Te f→ =
− − −
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б) Характеристический многочлен матрицы Ae равен произведению 
множителя 2−( )λ  и характеристического многочлена матрицы
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В результате χ λ λ λ( )= −( ) −( )1 2
3. Сначала найдем собственный век-

тор с собственным значением λ=1, который порождает клетку размера 1. 
Получим 

f11 2 1 2 1= −( ); ; ; . 
Теперь будем строить клетки для собственного значения λ= 2. Вычис-

лим матрицы B A Ee e= −2  и Be
2 :

Be =
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.

Так как rank Be( )= 2, то dim Ker B( )( )= 2, поэтому собственному зна-
чению λ= 2 соответствуют две клетки. Единственный вариант размеров 
клеток 2 и 1. Способом «снизу вверх» их строить не получится, поскольку 
не у любого вектора из подпростран ства Ker B( ) есть присоединенный век-
тор. Используем способ «сверху вниз». Корневой вектор f22 клетки раз-
мера 2 следует искать среди реше ний уравнения B Xe

2 0⋅ = , которые не яв-
ляются решениями уравнения B Xe = 0 . Выберем вектор f22 1 0 2 0=( ); ; ; .  
Тогда

 f B fe21 22 0 1 0 0= =( ); ; ; .
Базисным вектором клетки раз мером 1 может служить любое решение 

СЛАУ B Xe = 0 , не коллинеарное век тору f21, например,

f31 3 0 1 2=( ); ; ; .

В итоге получим жорданов базис, матрицу перехода к жорданову ба-
зису и жорданову форму оператора А:

f11 2 1 2 1; ; ;−( ), f21 0 1 0 0; ; ;( ), f22 1 0 2 0; ; ;( ), f31 3 0 1 2; ; ;( );

Te f→ =
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Пример 4. В подпространстве L L x x x x y xy y= { , , , , , , }3 2 21  линейного 
прост ранства многочленов от двух переменных оператор D  действует 
по формуле

D f x y f x y x f x yx y( ( , )) ( , ) ( , )= ′ + ⋅ ′ .

Найдите жорданову форму этого оператора и укажите возможный жор-
данов базис.

Решение. Выпишем действие оператора на векторах базиса:

D x x( )3 23= , D x x( )2 2= , D x( )=1, D( )1 0= ,

D x y x xy( )2 3 2= + , D xy x y( )= +2 , D y x( )= .

Несложно убедиться, что последовательное выполнение оператора D  
позволяет скомпоновать несколько цепочек из базисных векторов:

x x x3 23 6 6 0→ → → → ;

y x→ → →1 0;

xy x y x→ + → → →2 3 3 0;

x y x xy x y x2 3 22 5 2 12 12 0→ + → + → → → .

Анализ показывает, что оператор D  нильпотентный, D5 0= , D4 0≠ . 
У такого оператора должна быть жорданова клетка размера 5 с собствен-
ным значением нуль. Ее корневым вектором может служить вектор 
f x y x y15

2( , )= . Тогда

f x y Df x xy14 15
3 2( , )= = + , f x y Df x y13 14

25 2( , )= = + , 

f x y Df x12 13 12( , )= = , f x y Df11 12 12( , )= = .

Найдем остальные клетки. Мы должны выбрать между двумя вари-
антами:

(1) две клетки размера 1;
(2) одна клетка размера 2.
Сравнивая D x x( )2 2=  и D y x( )= , нетрудно убедиться, что D x y( ) .2 2 0− =  

Попробуем подобрать к многочлену x y2 2−  присоединенный вектор. Срав-
нивая D x x( )3 23=  и D xy x y( )= +2 , получим, что D x xy x y( ) .3 22 2− = −  
Следователь но, мы построили клетку размера 2 с базисными векторами

f x y x y21
2 2( , )= − , f x y x xy22

3 2( , )= − .

Теперь надо убедиться, что выбранные нами базисные векторы обеих 
клеток составляют жорданов базис f f f f f f f f= { , , , , , , }11 12 13 14 15 21 22  в L . 
Для этого достаточно проверить, что векторы
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f x12 12= , f11 12= , f x xy22
3 2= − , f x y21

2 2= −

высоты не выше 2 линейно независимы. Проверка показывает, что это 
верно, откуда набор f является жордановым базисом.

Итак, оператор D нильпотентный, его жорданова форма состоит 
из клетки размером 5 и клетки размером 2.

Пример 5. Приведите пример матрицы Be нильпотентного линейного 
оператора B  в пространстве R5, для которого

KerB L e e e= +{ }1 2 4, , Im , ,B L e e e e e= + +{ }1 3 4 1 5 .

Укажите жорданову форму этого оператора и матрицу перехода к жор-
данову базису.

Решение. Так как dim KerB( )= 2, жорданова форма оператора состоит 
из двух клеток. Пересечение Im B KerB L e∩ = { }4  одномерное, поэтому 
размер боль ше единицы имеет только одна клетка. Значит, размеры жор-
дановых клеток один и четыре. Действие нильпотентного оператора B  
в клетке размером 4 можно изобразить цепочкой

 f f f f14 13 12 11 0→ → → → . 

Для этой цепочки Im B KerB L e L f∩ = { }= { }4 11 . Следовательно, можно 
положить f e11 4= . Тогда в качестве кор невого вектора клетки размером 
один годится, на пример, вектор f e e21 1 2= + . В клетке размера 4 базисные 
векторы f B14 ∉ Im , а f f B12 13, Im∈ . Чтобы удовлетворить этим условиям, 
положим

f e14 5= , f e e13 1 5= + , f e e12 1 3= + . 

В результате все условия задачи будут соблюдены. Выпишем матрицу 
перехода к жорданову базису и жорданову нормальную форму построен-
ного оператора:

T
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.

Для вычисления матрицы Be можно воспользоваться тремя способами. 
Во-первых, можно использовать формулу B T B Te e f f f= → . Этот способ до-
вольно громоздкий. Во-вторых, из условий
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e e e e e e5 1 5 1 3 4 0→ + → + → → , e e1 2 0+ →

cледует, что матрица Be является решением матричного уравнения

Be ⋅
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 .

Третий способ основан на анализе. Будем по определению вычис-
лять век торы Bek. Сразу находятся разложения Be e e5 1 5= + , Be4 0= . Да-
лее, так как e f f1 13 14= − , то

Be f Bf e e e e e e1 13 14 1 3 1 5 3 5= − = +( )− +( )= −B .

Из условия B e e1 2 0+( )=  выводится Be Be e e2 1 5 3=− = − . Наконец, 

Be e e e e e e e e e3 1 3 1 1 3 1 4 3 5= + −( )= +( )− = − +B B B .

Выпишем ответ:

Be = − −
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Пример 6. Оператор A приводится к жордановой форме с двумя клет-
ками размерами 2 и 3 с различными собственными значениями α и β. 
Соответ ствующий жорданов базис

f f f f f f= { , , , , }11 12 21 22 23 .

Укажите все инвариантные подпространства, задав их в виде линей-
ных оболочек векторов жорданова базиса.

Решение. Подпространства

L L f f1 11 12= { , } и L f f f2 21 22 23= { , , }

корневые. Лю бое инвариантное подпространство в V  является прямой 
суммой двух инвари антных подпространств, содержащихся в L1 и L2 соот-
ветственно. В жордановой клетке размера р каждое инвариантное подпро-
странство является линейной обо лочкой L f f fk{ , , , }1 2 …  базисных векторов, 
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где k  меняется от 0 до p. Следо вательно, в клетке L1 инвариантными яв-
ляются подпространства

{ }0 , N L f1 11= { }, N L f f2 11 12= { , }.

В клетке L2 инвариантными являются подпространства

{ }0 , K L f1 21= { }, K L f f2 21 22= { , }, K L f f f3 21 22 23= { , , }. 

В результате мы получим 12 вариантов комбинаций прямых сумм:

1) H1 0 0 0= ⊕ ={ } { } { }; 2) H K L f2 1 210= ⊕ ={ } { } ;

3) H K L f f3 2 21 220= ⊕ ={ } { , }; 4) H K L f f f4 3 21 22 230= ⊕ ={ } { , , };

5) H N L f5 1 110= ⊕ ={ } { }; 6) H N K L f f6 1 1 11 21= ⊕ = { , } ;

7) H N K L f f f7 1 2 11 21 22= ⊕ = { , , }; 8) H N K L f f f f8 1 3 11 21 22 23= ⊕ = { , , , };

9) H N L f f9 2 11 120= ⊕ ={ } { , }; 10) H N K L f f f10 2 1 11 12 21= ⊕ = { , , } ;

11) H N K L f f f f11 2 2 11 12 21 22= ⊕ = { , , , };

12) H N K L f f f f f V12 2 3 11 12 21 22 23= ⊕ = ={ , , , , } .

Пример 7. Нильпотентный оператор B приводится к жордановой форме 
с двумя клетками размерами 2 в жордановом базисе

f f f f f= { , , , }11 12 21 22 .

Укажите все инвариантные подпространства L, задав их в виде линей-
ных обо лочек векторов жорданова базиса.

Решение. Тривиальными инвариантными подпространствами являются 
нулевое подпространство и все пространство V . Остальные инвариантные 
подпространства будем описывать, исходя из их жорданова разложения. 

Одномерные инвариантные подпространства – все прямые в ядре 
L f f{ , }11 21  оператора B, натянутые на нетривиальные линейные комбина-
ции a f f⋅ + ⋅11 21β . Описание таких подпространств можно задать следую-
щим образом:

либо L L f= { }11 , либо L L f f= ⋅ +{ }α 11 21 , где α∈R.

Двумерное инвариантное подпространство состоит из двух клеток 
размера 1 или из одной клетки размера 2. В первом случае L L f f= { , }.11 21  
Во втором слу чае клетка однозначно определяется корневым вектором вы-
соты 2. Вектор высо ты 2 – любой вектор, не лежащий в ядре оператора B . 
Его можно представить в виде a f f x⋅ + ⋅ +12 22β , где x Ker B∈ ( ). Для полного 
описания таких подпро странств используем похожий прием:

120 XIX. Жорданова нормальная форма



либо L L f f f= + ⋅{ , }12 21 11β ,

либо L L a f f f a f f= ⋅ + + ⋅ ⋅ +{ , }12 22 11 11 21β   , где α β, ∈R.

Трехмерное инвариантное подпространство состоит из двух клеток 
размерами 2 и 1. Оно обязательно содержит ядро L f f{ , }11 21  оператора 
B. Клетка размера 2 однозначно определяется корневым вектором вы-
соты 2. Тогда

либо L L f f f= { , , }12 11 21 , либо L L a f f f f= ⋅ +{ , , }12 22 11 21  , где α∈R.

Типовые задачи

1. Линейный оператор A в пространстве Rn задан своей матрицей Ae. 
Найдите жорданову форму этого оператора и укажите матрицу перехода 
к возможному жорданову базису f .

а) Ae =
−
−











2

7

1

6
. б) Ae =

−
−











1

9

1

5
.

в) Ae = −











1

3

4

2
. г) Ae =

−
−
−













2

1

1

0

3

1

0

1

3

.

д) Ae =
− −

−
− −











7 10 1

6 1

3 2 1

       

         9   

         


.  е) Ae =

−
−

− −












          

           0

    2  

1 1 1

0 1

4 3

.

ж) Ae =
−

−
−
−













10

3

3

9

5

1

15

8

2

. з) Ae = − −
−











7

2

2

14

4

3

3

1

0

.

и) Ae =
−

− −
− −












            

     

     7    

3 2 3

8 12 16

5 9


. к) Ae =

− −
− −

−

5          2     

          2    

0      0    

4 3

9 7 3

3        4 

0      0           1−












1 

.

л) Ae =

−
−

− − −

   0     1     1   

   1     0     1   

       

1

1

1 3 3     1 

   0     0     0  −











1

. м) Ae =

− − −

−

0   1         

     4       8      1

0      0   

3 4

4 1

4     9 

0      0             8

−











4

.
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н) Ae =

−
− − −
   5      6            

          5    

   0    

5 4

2 2 3

   0    1       1 

   0      0          3

−
−









4



. о) Ae =

− −
− −
−

7 4

3 2

6

      6       6    

      2       3    

      6        5     

   0      0       0     

−
−













5

1



.

п) Ae =

−
− −
− −

13 9

4 1

15 1

      0     0      

          4      1

          3     9 

16      0     0    11 −













. 

Дополнительно.

р) Ae =
−
−











7

4

9

5
. с) Ae =

− −
− −
− −













4 5

4 12

6 15 10

        4

       8

      

.

т) Ae =
−
−













1

2

5

2

5

6

1

1

1

. у) Ae =

− −
− −

− −

   5          

      1      4   

   6      

4 8 12

3 4

4 9     11 

   0      0      0   −











1

.

ф) Ae =

− − −
−

5 3 4

3

         2    

  3       1         7

  0      0           4 

  0      0          2 

−
−












3

1



. х) Ae =
− − −
   2      6       3      3 

             1

   6    

3 9 4

  16      7    

   0       0      0    

−
−













2

1



. 

ц) Ae =

−

−







1 2 0 0 0 2

0 2 0 1 0 0

0 0 3 0 1 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 3 0

1 1 0 0 0 4








. 

2. Оператор D  действует в действительном линейном пространстве 
функций L. Найдите жорданову форму этого оператора и укажите соот-
ветствующий жорданов базис.

а) L – пространство многочленов степени не выше трех, D  – опера-
тор дифференцирования.

б) L – пространство функций вида f x P x ex( ) ( )= ⋅ , где P x( ) – многоч-
лен степени не выше двух, D  – оператор дифференцирования.
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в) L L xe xe x e e ex x x x x= − −{ , , , , }2 , D  – оператор дифференцирования.
Дополнительно
г) L L y y y xy x= { , , , , , }3 2 1 , D f x y y f x y f x yx y( ( , )) ( , ) ( , )= ⋅ ′ + ′2 .
д) L L x y z xz xy x= { , , , , , , }1 2 , 

D f x y z f x y z x f x y z y f x y zx y z( ( , , )) ( , , ) ( , , ) ( , , )= ′ + ⋅ ′ + ⋅ ′ .
3. Оператор дифференцирования D  действует в комплексном линей-

ном про странстве функций L. Найдите жорданову форму этого оператора. 
Укажите соответствующий жорданов базис.

а) L f x P x x Q x x= = ⋅ + ⋅{ ( ) ( ) sin ( ) cos }, где P x( ) и Q x( ) – многочлены 
с комп лексными коэффициентами степени не выше одного.

б) L f x P x e x Q x e xx x= = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅{ ( ) ( ) sin ( ) cos },  где P x( ) и Q x( ) – много-
члены с комплексными коэффициентами степени не выше одного.

4. Приведите пример матрицы нильпотентного линейного оператора 
A в R 5 в базисе { , ,...}e e1 2  с заданным ядром KerA и образом Im A. Сколько 
клеток будет в жордановой форме этой матрицы? Какого они размера? 
Укажите жор данов базис в каждой клетке.

а) KerA L e e= { , }1 4 , Im { , , }A L e e e e= +1 4 2 5 ;
б) KerA L e e e= +{ , }1 4 5 , Im { , , }A L e e e e e e= + − −1 4 1 5 4 5 ;
в) KerA L e e e= +{ , }1 1 5 , Im { , , }A L e e e e e e= + − −1 4 2 5 3 5 . 

Дополнительные задачи

5. Матрица нильпотентного оператора A в базисе { , ,..., }f f f1 2 13  состоит 
из одной жордановой клетки размером 13.

а) Какие жордановы клетки в жордановой форме оператора 3A?
б) Укажите жорданов базис для 3A .
6. Матрица нильпотентного оператора A состоит из одной жордано-

вой клетки размером 13. Какие жордановы клетки в жордановой форме 
оператора A2? 

7. Матрица нильпотентного оператора A состоит из одной жордано-
вой клетки размером 13. Какие жордановы клетки в жордановой форме 
оператора P A A A E( )= − +2 3 2 ?

8. Характеристический многочлен оператора A равен

χ λ λ λ λ( ) ( ) ( ) ( )= − + −2 1 34 5 3.

Какова размерность подпространства L Ker A E= + ⊥( (( ) ))13 ?
9. Линейный оператор в пространстве R3 в базисе f  приводится к жор-

дановой форме, в которой у него две клетки с собственным значением 2: 
одна размера 2 в подпространстве L f f{ , }1 2 , другая размера 1 в подпростран-
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стве L g{ }1 ). Укажите в параметрическом виде все инвариантные подпро-
странства всех размерностей.

10. Линейный оператор в пространстве R4 в базисе f  приводится к жор-
дановой форме, в которой у него две клетки с собственным значением λ  
размера 2 в подпространствах L f f{ , }1 2  и L g g{ , }1 2 . Укажите в параметриче-
ском виде все инвариантные подпространства всех размерностей. 

11. Линейный оператор в базисе f  приводится к жордановой форме, 
в которой у него одна клетка с собственным значением λ1 размера k  в под-
пространстве L f f{ , ,...}1 2  и одна клетка с собственным значением λ λ2 1≠  
размера m в подпространстве L g g{ , ,...}1 2 . При разных k  и m укажите в этом 
базисе в параметрическом виде все инвариантные подпространства всех 
размерностей. 

12. Вычислите e A.

а) A=










2 1

0 2
. б) A=













2 1 0

0 2 1

0 0 2

.

Ответы на типовые задачи

1. а) Af =
−









1

0

0

5
, Te f→ =










1

1

1

7
. 

 б) Af =









2

0

1

2
, Te f→ =










1

3

1

4
. 

 в) Не существует. 

 г) Af =
−











2

0

0

0

2

0

0

0

4

, Te f→ = −













6

1

1

0

1

1

0

1

1

. 

 д) Af =
−











1

1

0 0

   0   0

   0   2   

         2

, Te f→ =
−

− −
−







   2      1   1

          

   2         2

1 1 1

1







. 

 е) Af =
−
−
−












1

1 0

0 0 1

      1    0

   0       

          


, Te f→ =

−
−

− −












   1     4  

   0       

2       5

2

2 1

9


.

 ж) Не существует. 
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 з) Af =













1

0

0

1

1

0

0

1

1

, Te f→ = −
−

−











1

0

2

2

1

1

1

1

2

. 

 и) Af =













2

1

0 0

   1   0

0   2   

      2

, Te f→ = − −
− −












   1      1    0

4      

3      1

6 1

4

. 

 к) Af =

−
−

1      1      0      0 

   0         1      0

   0    

1

   0         1 

   0      0      0   

−
−













1

1



, Te f→ =

−
−

2        1       

   2     2     4

0      0     2 

1 3

3

     1 

0      0     1      1













.

 л) Af =

−
−

1     0      0      0 

   0        1      0

   0     0

1

          1 

   0     0      0   

−
−











1

1



, Te f→ =

− −
− −

1             0 

0            0

0     2      1 

1 1

1 1

       0 

1     0       0      1













.

 м) Af =

2     1      0      0 

0     2      0      0

0     0       2      1 

0     0      0      2













, Te f→ =

− −
− −

1 1

5 1

      3          0 

   2         3    

   0       0         2 

   0      0      2    

−
−













3

1



.

 н) Af =

2     0      0      0 

0     1       1      0

0     0       1      1 

0     0      0      1













, Te f→ =

− −
− −
   2         6    

      2         

   0    

3 13

1 5 10

   0      1      

   0      0      2     

−
−









2

3 



.

 о) Af =
−

2      0       0       0 

0          0       0

0      0

1

            1 

0      0       0    

−
−












1

1



, Te f→ =

− −
− −
−

2 1

1 1

2

      1      2    

      0      1    

      1       1       1 

   0      0      0      1













.

 п) Af =

1      1       0       0 

0            0       0

0     0

1

            1 

0     0       0    

−
−












1

1



, Te f→ =
− −

0

2 1

1

    0     3     2  

    5   1   

    3     2       1 

0    0     4     3













.

 р) Af =
−
−











1

0

1

1
, Te f→ =










3

2

4

3
. 
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 с) Af =
−
−
−












2

2

2

     0     0

   0       1

   0     0  


, Te f→ =













  3   1     

10       7

   3   10

2

2

14 
. 

 т) Af =













3

0

0

0

2

0

0

1

2

, Te f→ = − −
−

−











2

1

2

1

1

1

1

1

2

. 

 у) Af =

−
−

1     1      0      0 

   0        0      0

   0     0

1

          1 

   0     0      0   

−
−











1

1



, Te f→ =
−
   2         4     0 

          0     2

   2     0 

1

1 1

    3     0 

   0     0    0     1













. 

 ф) Af =
−
−

1     0      0      0 

0        1      0

0     0     

2

2      1 

0     0      0   −











2

; Te f→ =

−
− −

4

3 5

       3        4      0 

   6               0

    3       0        0      4 

   3       0        0      1













. 

 х) Af =
−
−

2     0      0      0 

0        0      0

0     0     

1

1      1 

0     0      0   −











1

, Te f→ =
− −
   1       5       0       1 

                  01 2 1

    2      0         

   0           0       0

− −
−






2 1

1









. 

 ц) Af =

−





3 1 0 0 0 2

0 3 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 2 1 0

0 0 0 0 2 1

0 0 0 0 0 2








, 

  Te f→ =

− −







0 0 1 2 0 0

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0









.
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2. а) Af =

0    1      0      0 

0    0      1      0

0     0     0       1 

0     0      0     0













; f x1 1( )= , f x x2( )= , f x
x

3

2

2
( )= , f x

x
4

3

6
( )= .

 б) Af =













1 1 0

0 1 1

0 0 1

 ; f x ex
1( )= , f x x ex

2( )= ⋅ , f x x ex
3

1
2

2( )= ⋅ . 

 в) Af =

−

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1−













 ; f x ex
11 2( )= ⋅ , f x x ex

12 2( )= ⋅ ,

  f x x ex
13

1
2

2( )= ⋅ , f x e x
21( )= − , f x x e x

22( )= ⋅ − .
 г) Жордановы клетки размерами 5 и 1 с λ= 0;
  f x y11 8( , )= , f x y y12 8( , )= , f x y y13

24( , )= , f x y y x14
3( , )= + , 

  f x y xy15( , )= , f x y y x21
3 3( , )= − .

 д) Жордановы клетки размерами 5 и 2 с λ= 0;
  f x y z11 4( , , )= , f x y z x12 4( , , )= , f x y z x y13

2 2( , , )= + ,
  f x y z xy z14( , , )= + , f x y z xz15( , , )= , f x x y21

2 2( )= − , 
  f x y z xy z22 3( , , )= − .
3. а) Две жордановы клетки размера 2 с собственными значениями
  i  и −i;
  f x x i x11( ) cos sin= + ⋅ , f x x x i x12( ) (cos sin )= + ⋅ ,
  f x x i x21( ) cos sin= − ⋅ , f x x x i x22( ) (cos sin )= − ⋅ .
 б) Две жордановы клетки размера 2 с собственными значениями
   1+ i и 1−i;
  f x e x i xx

11( ) (cos sin )= + ⋅ , f x xe x i xx
12( ) (cos sin )= ⋅ + ⋅ ,

  f x e x i xx
21( ) (cos sin )= − ⋅ , f x xe x i xx

22( ) (cos sin )= ⋅ − ⋅ .
4. а) Две клетки размерами 1 и 4;
  например, L L e1 1= { }, L L e e e e e2 1 4 2 5 3= +{ , , , }.
 б) Две клетки размерами 2 и 3; например, L L e e1 1 2= { , },
  L e e e e2 4 5 4 3= +{ , , }.
 в) Такого нильпотентного оператора не существует.
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Ответы на дополнительные задачи

5. а) Одна клетка с собственным значением 0 размера 13.
6. Две клетки с собственным значением 0 размерами 7 и 6.
7. Одна клетка с собственным значением 2 размера 13.
8. dim( )L = 7.
9. (1) Размерность 0: { }0 . 
 (2) Размерность 1: либо L f{ }1 , либо L f g{ }α ⋅ +1 1 , где α∈R.
 (3) Размерность 2: либо L f g{ , }1 1 , либо L f f g{ , }1 2 1  + ⋅β , где β∈R.
 (4) Размерность 3: R3.
10. (1) Размерность 0: { }0 . 
 (2) Размерность 1: либо L f{ }1 , либо L f g{ }α ⋅ +1 1 , где α∈R.
 (3) Размерность 2: либо L f g{ , }1 1 , либо L f f{ , }1 2 ,
  либо L f g f g{ , }β β⋅ + ⋅ +1 1 2 2  , где β∈R.
 (4) Размерность 3: либо L f g f{ , , }1 1 2 , либо L f g f g{ , , }1 1 2 2  β ⋅ + , где β∈R.
 (5) Размерность 4: R4.
11. В одной жордановой клетке размера m инвариантными подпростран-

ствами являются только подпространства вида V L f f fj j= { , ,..., }1 2 , 
где 0≤ ≤j m (значение j= 0 соответствует подпространству { }0 ). 
Для двух жордановых клеток с разными собственными значени-
ями все инвариантные подпростран ства задаются в виде прямой 
суммы двух инвариантных подпрост ранств, со держащихся в каж-
дой из клеток.

12. а) e2 1 1

0 1
⋅








. б)  e2

1
21 1

0 1 1

0 0 1

⋅












.
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XX.  САМОСОПРЯЖЕННЫЕ  
И ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Определения и формулы

Оператор В в евклидовом пространстве V  называется сопряженным 
к опе ратору A в том же пространстве, если для любых двух векторов x V∈ , 
y V∈  вы полняется тождество Bx y x Ay, ( , )( )= . Обозначение сопряженного 
оператора B A= *.

Для любого линейного оператора в конечномерном евклидовом про-
странстве сопряженный оператор существует и единственный. Сопря-
женный оператор в любом ортонормированном базисе имеет матрицу, 
транспонированную к матрице исходного оператора. Обратное утверж-
дение: если матрица оператора В в орто нормированном базисе транспо-
нирована к матрице оператора А, то В сопряжен к А.

Операция перехода к сопряженному оператору удовлетворяет соотно-
шению двойственности: ( )* *A A= .

Для произведения операторов верна формула ( )* * *A B B A⋅ = ⋅ .
Характеристические многочлены и собственные значения исходного 

и сопря женного операторов совпадают.
Для каждого инвариантного подпространства L линейного оператора 

A в евклидовом пространстве V  его ортогональное дополнение L⊥ явля-
ется инва риантным подпространством оператора A*.

Линейный оператор А в евклидовом пространстве называется 
самосопря женным (или симметрическим), если A A* = .

Матрица самосопряженного оператора в любом ортонормированном 
базисе симметричная. Обратное утверждение: оператор, у которого ма-
трица в некотором ортонормированном базисе симметричная, является 
самосопряженным операто ром.

Если L – инвариантное подпространство самосопряженного опера-
тора A, то его ортогональное дополнение L⊥ также является инвариант-
ным подпространс твом оператора A.

Собственные векторы самосопряженного оператора с различными 
собствен ными значениями ортогональны. 

Для самосопряженного оператора всегда существует ортогональ-
ный базис из собственных векторов. При необходимости его можно 



выбрать ортонормирован ным. Обратное утверждение: оператор, у ко-
торого есть ортогональный базис из собственных векторов, самосо-
пряженный.

Предположим, что скалярное произведение задано в базисе f  положи-
тельно определенной матрицей Грама B  (то есть x y X B Yf

T
f,( )= ⋅ ⋅  ). Если 

Af  – матрица оператора A в базисе f , то матрица в базисе f  сопряжен-
ного оператора A* зада ется формулой A B A Bf f

T* = ⋅ ⋅−1 .
Назовем матрицу U  ортогональной, если ее столбцы, рассматриваемые 

как векторы в E n со стандартным скалярным произведением, образуют 
ортонорми рованный базис.

Эквивалентное определение ортогональной матрицы: U U ET ⋅ = .
Если базис f  ортонормированный, то базис g ортонормированный 

тогда и только тогда, когда матрица перехода Tf g→  ортогональная.
Оператор U  называется ортогональным, если он сохраняет скалярное 

произ ведение векторов: для любых векторов x V∈ , y V∈  выполняется тож-
дество Ux Uy x y, ( , )( )= . Ортогональный оператор сохраняет длины векто-
ров и углы между ними.

Ортогональный оператор невырожденный.
Ортогональный оператор произвольный ортонормированный базис 

переводит в ортонормированный базис. Обратное утверждение: если ли-
нейный оператор переводит некоторый ортонормированный базис в ор-
тонормированный базис, то этот оператор ортогональный.

Матрица ортогонального линейного оператора в любом ортонорми-
рованном базисе ортогональная. Обратное утверждение: оператор, у ко-
торого матрица в не котором ортонормированном базисе ортогональная, 
ортогональный.

Модуль собственных значений ортогонального оператора, включая 
комп лексные, равен единице. Действительные собственные значения ор-
тогонального оператора, если они существуют, равны ±1.

Если L – инвариантное подпространство ортогонального оператора 
U , то его ортогональное дополнение L⊥ также является инвариантным 
подпростра нством оператора U .

Неприводимый ортогональный оператор в евклидовом пространстве 
размер ности два является поворотом на некоторый угол ϕ π≠ . В любом 
ортонорми рованном базисе f  его матрица совпадает с матрицей пово-
рота на угол ϕ :

U f =
−









cos

sin

sin

cos

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

. 
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Пространство ортогонального оператора разлагается в прямую сумму 
инва риантных попарно ортогональных неприводимых подпространств. 
При выборе соответствующего базиса в матрице ортогонального опера-
тора клетки размера один – это числа ±1, клетки размера два – матрицы 
поворота. Такое представ ление ортогонального оператора называется ка-
ноническим.

Любой невырожденный оператор A можно разложить в произведение 
A S U= ⋅  самосопряженного оператора S с положительными собственными 
значениями и ортогонального оператора U . Аналогично существует един-
ственное разложе ние A U S= ⋅  с другим порядком сомножителей. Эти раз-
ложения называются полярными разложениями.

Как следствие, любую невырожденную матрицу A можно разложить 
в произведение A S U= ⋅  симметричной положительно определенной ма-
трицы S и ортогональной матрицы U . Аналогично существует единствен-
ное разложение A U S= ⋅  с другим порядком сомножителей.

Примеры решения задач

Пример 1. Укажите пример матрицы Ae такого самосопряженного опе-
ратора A k E≠ ⋅  в пространстве E 2, что Af f1 13= , где f1= (3; 2).

Решение. Самосопряженный оператор имеет ортогональный базис 
из соб ственных векторов. Один собственный вектор f1= (3; 2). Тогда орто-
гональный вектор f2 2= −( ; 3) тоже собственный. Положим Af2 0= . Тогда 
можно составить операторное равенство G A F= ⋅ , где Fe f1 1= , Fe f2 2= , 
Ge f1 13= , Ge2 0= . Этим соотношениям соответствует матричное равенство

G A F Ae e e e=







= ⋅ = ⋅

−
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0

0

3

2

2

3
, откуда Ae = ⋅











1
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18

18

12
.

Пример 2. Укажите пример матрицы Ae невырожденного самосопряжен-
ного оператора A в пространстве E 3, для которого

Af f1 12= , Af f2 23=− , где f1 1= −(1; 0; ), f2 1= −(1; 2; ).

Решение. Собственные векторы самосопряженного оператора с раз-
ными собственными значениями ортогональны. Это необходимое условие 
( , )f f1 2 0=  выполнено. Оператор будет самосопряженным, если у него бу-
дет ортогональный базис из собственных векторов. Третий вектор f3, ко-
торый должен быть собст венным для оператора A, находится из условия 
( , ) ( , )f f f f3 1 3 2 0= = . Получим f3 1= (1; 1; ). Оператор A, удовлетворяющий 
всем условиям, получится, если положить, например, Af f3 3= . 
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Для вычисления матрицы Ae можно предложить два способа. Первый 
способ использует стандартную формулу A T A Te e f f f e= → → . Имеем 

Af = −
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0   3    0
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, Te f→ = −
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−= = ⋅
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.

В результате получим 

Ae = ⋅ −
−
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Второй способ. Из условий

Af f1 12= , Af f2 23=− , Af f3 3=

следует, что матрица Ae является решением матричного уравнения

Ae ⋅ −
−

1 1 1

0 2 1

1 1 11

2 3 1

0 6












=

−
11

2 3 1− −












.

Пример 3. Укажите пример матрицы Ae такого самосопряженного опе-
ратора A в пространстве E 2, что Af g1 1= , где f1= (1; 0), g1= (3; 4).

Решение. Сначала проанализируем условие задачи. Пусть задан не-
который базис f f f= { , }1 2 . Для того чтобы оператор A был самосопря-
женным, необхо димо и достаточно, чтобы равенство ( , ) ( , )f Af Af fj k j k=  
выполнялось для всех j  и k . Если j k= , то это равенство превращается 
в тождество. Значит, в двумер ном пространстве остается одно требова-
ние ( , ) ( , )f Af Af f1 2 1 2= .

Приведенное рассуждение дает ключ к решению. Пусть f f2 1= ⊥(0; 1)  
и g g2 1= − ⊥(4; 3) . Тогда для базиса { , }f g1 2  оператор будет самосопряжен-
ным тогда и только тогда, когда выполнено ( , ) ( , ) ( , ) .f Ag Af g g g1 2 1 2 1 2 0= = =  
Значит, должно быть Ag f2 2= λ . Положим Ag f2 2= . Тогда получим матрич-
ное уравнение

Ae ⋅ −
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Другой способ состоит в непосредственном решении матричного урав-

нения A f ge 1 1=  с симметричной матрицей Ae. Получим 
x

y

y

z








⋅







=









1

0

3

4
, от-

куда

x=3, y= 4, z R∈ .

Пример 4. Скалярное произведение в стандартном базисе e простран-
ства R3 задается билинейной формой с матрицей B . Проверьте коррект-
ность опре деления скалярного произведения и найдите матрицу опера-
тора, сопряженного в полученном евклидовом пространстве к оператору 
A с матрицей Ae. 

B= −
−

−
−
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Решение. Проверка с использованием критерия Сильвестра показывает, 
что матрица B  положительно определена. Матричная формула скалярного 
произве дения ( , )x y X B Ye

T
e= ⋅ ⋅ . Запишем в матричном виде определение 

сопряжения ( , ) ( , )*x Ay A x y= :

X B A Y A X B Ye
T

e e e e

T

e⋅ ⋅ =( ) ⋅ ⋅( ) *  или X B A Y X A B Ye
T

e e e
T

e
T

e⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅( )* .

Ввиду произвольности X e и Ye  получим

 B A A Be e
T⋅ = ⋅( )* , откуда ( )*A B A Be

T
e= ⋅ ⋅ −1.

Транспонируем обе части равенства. Так как B BT = , получим формулу

 A B A Be e
T* = ⋅ ⋅−1 .

Вычисления для B−1 и Ae
* дают

B− =
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Пример 5. Может ли матрица Ae при некотором определении скаляр-
ного произведения быть матрицей самосопряженного оператора A в стан-
дартном базисе e в R3 ? Если да, то укажите матрицу Be этого скалярного 
произведения.
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Решение. Для самосопряженного оператора существует ортогональный 
базис из собственных векторов. Следовательно, наличие базиса из соб-
ственных векторов является необходимым условием положительного ре-
шения задачи. Характеристическое уравнение для матрицы Ae имеет вид

 χ λ λ λ λ( )=− + + − =3 22 2 0.

Корни этого уравнения λ1 1= , λ2 2= , λ3 1=− . Собственные векторы 
соответ ственно 

f1 3 1 1= − −( ; ; ), f2 1 0 1= −( ; ; ), f3 4 2 1= −( ; ; ).
Скалярное произведение должно быть таким, чтобы базис f f f f= { , , }1 2 3  

был ортогональным. Пусть в базисе f  матрица скалярного произведения 
B Ef = . Тогда

B T B T T Te f e
T

f f e f e
T

f e= ⋅ ⋅ = ⋅→ → → →( ) ( ) .

Вычисления для Te f→ , Tf e→  и Be дают

Te f→ = −
− −
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Пример 6. В двумерном евклидовом пространстве E 2 заданы два вектора 
a= (2; 5) и b= −( ;5 2). Постройте матрицы двух различных ортогональных 
опера торов, для которых выполнено условие U a b( )= .

Решение. Ортогональный оператор сохраняет длины векторов и углы 
между ними. Необходимое условие | ( ) | | |U a a=  в данном случае выполня-
ется. Вектор a= (2; 5) перпендикулярен вектору b= −( ;5 2). Так как вектор 
Aa Ab⊥ , имеем Ab a=± . Для случаев Ab a=  и Ab a=−  получим два ма-
тричных уравнения

X ⋅
−









= −











2

5

5

2

5

2

2

5
 и X ⋅

−









= −

−
−











2

5

5

2

5

2

2

5
.

134 XX. Самосопряженные и ортогональные операторы 



Их решения соответственно

Se = ⋅
−











1
29 20

20      21 

21   
 и U e = −











   0   1 

1   0
.

Оператор с матрицей Se – зеркальная симметрия относительно бис-
сектрисы угла между векторами a и b. Оператор с матрицей U e– поворот 
на 90° по часовой стрелке. 

Пример 7. Приведите пример матриц в базисе e двух непропорцио-
нальных ортогональных операторов в E 2, которые переводят прямую 
L L a= { ( ; )}1 1 3  в прямую L L b= −{ ( ; )}1 2 1 . 

Решение. Так как ортогональный оператор сохраняет длины векторов 
и углы между векторами, вектор a1 1 3( ; ) должен перейти в один из векто-
ров ± ⋅ −2 2 11b ( ; ), а вектор a2 3 1( ; )− , перпендикулярный вектору a1, должен 
перейти в один из двух векторов ± ⋅2 1 22b ( ; ), перпендикулярных вектору 
b1. Оператор с условиями Aa b1 12= ⋅ , Aa b2 22= ⋅  отличается от оператора 
с условиями Aa b1 12=− ⋅ , Aa b2 22=− ⋅  только знаком. То же отно сится 
ко второй паре операторов. Поэтому достаточно решить два матричных 
уравнения:
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Их решения соответственно

Se = ⋅
−











2
2 1 1

1     1

   
 и U e = ⋅

−
− −
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10 7 1
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.

Оператор с матрицей Se – зеркальная симметрия относительно пря-
мой, состав ляющей с осью угол 22 5, °. Оператор с матрицей U e– оператор 
поворота на угол φ π= +arccos( )1

5 2
. 

Пример 8. Приведите пример матрицы Uе в стандартном базисе e ортого-
нального оператора U в E 3, который переводит прямую L L a1 1 2 0= { ( ; ; )}   
в пря мую L L b2 2 1 1= −{ ( ; ; )} . 

Решение. Найдем вектор нормали, перпендикулярный a и b : 
n= − −( ; ; ).2 1 5  Нужный пример доставляет, например, оператор поворота 
вокруг оси L L n3 = { }, который переводит прямую L1 в прямую L2. Вос-
пользуемся удачным обстоя тельством (a1, b1) =0. Выберем ортонормиро-
ванный базис
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Ортогональная матрица перехода Te f→  и матрица поворота на угол 
φ= °90  в базисе f  имеют вид

Te f→ = ⋅ − −
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Так как T Tf e e f
T

→ →= , имеем

 U T U T T U Te e f f f e e f f e f
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Замечание. Подходящих операторов бесконечно много, так как наряду 
с оператором U  годится любой ортогональный оператор вида V U⋅ , где V  – 
некоторый ортогональный оператор, для которого Vb b=±  (любой пово-
рот вокруг вектора b с возможной симметрией относительно плоскости, 
перпен дикулярной b).

Пример 9. Линейный оператор A в пространстве V  в базисе g задан мат-
рицей Ag . Используя операцию сопряжения, разложите пространство V  
в пря мую сумму V L f L f f= ⊕{ } { , }1 2 3  одномерного и двумерного подпро-
странств, инва риантных относительно оператора A. Укажите матрицу 
оператора Af  в полу ченном базисе f f f f= { , , }1 2 3 .

Ag =
−













1     0     1 

0     1     3

1   1    3

Решение. Характеристическое уравнение оператора A

χ λ λ λ λ λ λ λ( ) ( )( )=− + − + = − − + =3 25 9 5 1 4 5 0
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имеет единственный действительный корень λ=1 кратности 1, которому 
соот ветствует собственный вектор f1 1= ( ; ) 1; 0 . Тогда L L f1 1= { }.

Будем полагать, что в пространстве V  определено скалярное произве-
дение, заданное единичной матрицей в базисе g. Это означает, что базис 
g ортонорми рованный. Сопряженный оператор A * с матрицей Ag

T  также 
имеет единственный действительный корень λ=1. Собственным для опе-
ратора A * оказывается вектор g1 3 1= −( ; );  0 . Согласно теории, двумер-
ное инвариантное подпространство оператора A является ортогональ-
ным дополнением к вектору g1. Следовательно, оно задается уравнением 
L x x2 1 2 0: 3 − ={ . Решив уравнение, выберем в подпро странстве L2 базис 
{ ( ; ), ( ; )}f f2 31 0 3; 0  0; 1 . Тогда L L f f2 2 3= { , }. Действие оператора на векто-
рах базиса:

Af2 =
−













1     0    1 

0     1    3

1   1   3

⋅⋅












=
−












= −

1

3

0

1

3

2
2

   

   f 22 3f , 

Af3 =
−













1     0    1 

0     1    3

1   1   3

⋅⋅












=












= +

0

0

1

1

3

3

32 3f f . 

Значит, в базисе f f f f= { , , }1 2 3  матрица оператора A

Af =
−













1     0     0 

0     1     

0  2    3

1

.

Замечание. Ранее такая задача решалась с использованием комплекс-
ных собственных векторов с комплексными собственными значениями. 
Двумерное подпространство, очевидно, получилось то же самое, но ма-
трица оператора в нем не является матрицей поворота. 

Пример 10. Приведите в пространстве E 3 в стандартном базисе e при-
мер матрицы самосопряженного оператора A E≠ 2 , для которого A A2 2= , 
и при этом Aa a= 2  для a= ( ; ; )1 2 1 . 

Решение. У самосопряженного оператора должен быть базис из соб-
ственных векторов. Собственные значения оператора удовлетворяют урав-
нению λ λ2 2= , поэтому λ= 0 или λ= 2. Так как пространство трехмер-
ное, у одного собствен ного значения должна быть кратность 2. Пусть 
векторы f2 и f3 перпендикуляр ны вектору f a1= . Например, f2 1 1 1= −( ; ; ), 
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f3 1 0 1= −( ; ; ). Все условия будут выполнены, если положить f a1= , Af f1 12= ,  
Af Af2 3 0= = . Тогда матрица будет удовлетворять матричному уравнению

Ae ⋅ −
−













1      1     1

       0

1     1   1

2 1

=













2    0    0

    0    0

    0    0

4

2

.

Его решением является матрица

Ae = ⋅













1
3

2

1

1    2    1

    4   2

    2    1

.

Другой способ. Оператор A является удвоенным ортогональным про-
ектором на направление вектора a. Формула ортогонального проектора 

Ax
x a
a a

a= ⋅
( , )
( , )

. Получим

Ae
e a
a a

a a1
12 2

6
= ⋅ = ⋅

( , )
( , )

, Ae
e a
a a

a a2
22 4

6
= ⋅ = ⋅

( , )
( , )

, Ae
e a
a a

a a3
32 2

6
= ⋅ = ⋅

( , )
( , )

.

Пример 11. Представьте матрицу A=
−











2

6

6

7
 в виде произведения 

A S U= ⋅  положительно определенной симметричной матрицы S  на ор-
тогональную матри цу U .

Решение. Пусть такое разложение A SU=  существует. Тогда должно 
выполняться равенство

 B A A SU SU SU U S S UU S Se
T T T T= ⋅ =( )⋅( ) = ⋅ = =−( )1 2.

В нашем случае

B A Ae
T= ⋅ =

−









⋅ −









=

2

6

6

7

2

6

6

7

400

30

30

85
2

−
−







= S .

Матрица B A Ae
T= ⋅  является матрицей Грама строк матрицы A, по-

этому она симметричная и положительно определенная. Следовательно, 
для самосопря женного оператора в евклидовом пространстве E 2 с матри-
цей Be в стандартном базисе существует базис из собственных векторов. 
Составим характеристическое уравнение для матрицы Be. Оно имеет вид

 χ λ λ λ( )= − + =2 125 2500 0 , корни λ1 25=  и λ2 100= .
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Стандартным способом найдем матрицы перехода к базису f  из соб-
ственных векторов и обратно:

Te f→ = −











2

1

1

2
, Tf e→ = ⋅

−











1
5

2

1

1

2
.

В базисе f  матрица B f =










25

0

0

100
. Положительно определенная ма-

трица S f , для которой B Sf f= 2, равна S f =










5

0

0

10
. В результате

S S T S Te e f f f e= = ⋅ ⋅ = ⋅
−









⋅



→ →

1
5

2

1

1

2

5

0

0

10



⋅ −









= −

−









2

1

1

2

6

2

2

9
,

U S A= ⋅ = ⋅









−1 1
50

9

2

2

6
 ⋅
−









= ⋅

−











2

6

6

7

1
5

3

4

4

3
,

A=
−









= −

−







⋅ ⋅

2

6

6

7

6

2

2

9

1
5

3

4

4

3−




















.

Типовые задачи

1. Приведите пример матрицы Ae в стандартном базисе e такого 
невырожден ного самосопряженного оператора A E≠α  в евклидовом про-
странстве E n, для которого Af fj j j= λ .

а) λ1 1=− , f1 1 2= ( ; ).
б) λ1 2= , f1 3 2= −( ; ).
в) λ1 1= , f1= −( 1; 1; 2), λ2 2= , f2 1= − −( 1; 2; ).
г) λ1 2=− , f1 1= −( 1; 1; ), λ2 1=− , f2 1= − −( 1; 2; ).
д) λ1 2= , f1 1= −(2; 1; ), λ2 1= , f2 1 1= −(1;  ); .
Дополнительно.
е) λ1 3=− , f1 5 2= ( ; ).
ж) λ1 3= , f1 1= −(2; 2; ), λ2 2=− , f2 2= − −(1; 2; ).
2. В евклидовом пространстве векторы f1 и f2 заданы в базисе e. Суще-

ствует ли невырожденный самосопряженный оператор A E≠α , для кото-
рого векторы f1 и f2 собственные? Если существует, то укажите пример 
матрицы Ae тако го оператора. В пункте д) укажите все такие матрицы.

а) f f1 21 1 1 1= = −( ; ), ( ; ). б) f f1 21 2 0 3= =( ; ), ( ; ). 
в) f f1 22 1 1 1 1 1= − = −( ; ; ), ( ; ; ). г) f f1 22 1 1 1 1 1= = −( ; ; ), ( ; ; ).

Типовые задачи 139



д) f f1 21 1 0 1 0 1= =( ; ; ), ( ; ; ).
3. В евклидовом пространстве E 3 в стандартном базисе e заданы век-

торы f1, f2, g1, g2. Укажите пример матрицы Ae такого невырожденного 
самосопряжен ного оператора A, для которого A L f f L g g( { , }) { , }

1 2 1 2
= .

а) f f1 21 2 1 1 1 0= =( ; ; ), ( ; ; ), g g1 20 1 1 0 1 0= =( ; ; ), ( ; ; ).
б) f f1 21 1 1 2 1 1= = − −( ; ; ), ( ; ; ), g g1 21 0 1 1 0 1= = −( ; ; ), ( ; ; ).
4. Является ли самосопряженным оператор в евклидовом простран-

стве E 2, мат рица которого в базисе f f f= { , }1 2  равна Af ? Векторы базиса f 
заданы свои ми координатами в стандартном базисе e. 

а) f f1 21 1 1 1= = −( ; ), ( ; ), Af =
−

− −











3 3

3 1
.

б) f f1 21 2 0 3= =( ; ), ( ; ), Af =
−

− −











3 3

3 1
.

в) f f1 21 2 0 3= =( ; ), ( ; ), Af = − −











4 3

3 3
.

5. Найдите матрицу Af
∗ оператора A*, сопряженного к оператору A 

с матрицей Af . Векторы базиса f  заданы своими координатами в стан-
дартном базисе e.

а) f f1 21 1 1 2= = −( ; ), ( ; ), Af =










1 2

3 5
.

б) f f1 21 2 0 3= =( ; ), ( ; ), Af =
−
−











1 3

3 3
.

6. Выберите из двух матриц B1 и B2 ту, которая может задавать скаляр-
ное произведение в стандартном базисе e пространства R3. Найдите ма-
трицу оператора, сопряженного в полученном евклидовом пространстве 
к оператору A с матрицей Ae.

а) B1

5 2 1

2 2 1

1 1 1

=
−

− −
−












, B2

1 2 2

2 5 1

2 1 4

=












, Ae =

−
− −













3 2 0

1 1 1

1 0 1

. 

б) B1

1 1 1

1 2 2

1 2 5

=
−

− −
−












, B2

4 1 2

1 5 2

2 2 1

=












, Ae =

−
−













1 1 0

0 2 2

1 1 3

.
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в) B1

3 2 3

2 5 2

3 2 1

=












, B2

1 1 2

1 5 1

2 1 5

=
−

− −
−












, Ae = − −

− −













2 3 0

1 1 1

1 1 2

.

г) B1

1 2 3

2 5 2

3 2 3

=












, B2

5 1 2

1 4 1

2 1 1

=
−

− −
−












, Ae =

−
−

−













2 1 0

1 1 3

1 1 2

.

7. Линейный оператор A в пространстве R3 задан своей матрицей Ae 
в стандарт ном базисе e. Можно ли так задать скалярное произведение 
в этом простра нстве, чтобы в полученном евклидовом пространстве опе-
ратор A был самосопряженным? Если такое возможно, то напишите в ба-
зисе e матрицу этого скалярного произведения.

а) Ae =
−

− −
− −












   5       12

     3   

     4   

6

2 5

2 6


. б) Ae =

−
− −

−











   3       13

     3   

   0     3   

5

2 8

4


.

в) Ae =
− −

−
− −













2 1 1

1 3 0

1 1 4

. г) Ae =
−

−













3 1 0

0 2 0

1 2 2

.

д) Ae =
−

−













3 1 0

0 2 0

1 1 2

.

Дополнительно.

е) Ae =
−

−













3 2 0

0 1 0

1 2 2

. ж) Ae =
− − −

− − −












3 6 7

4 6 6

      

   6     11    12

      


. 

8. Линейный оператор A в пространстве E 3 задан матрицей Ae в стан-
дартном базисе e. Используя свойства сопряженных операторов, разло-
жите пространство E 3 в прямую сумму одномерного и двумерного инва-
риантных подпространств L L f1 1= { } и L L f f2 2 3= { , }. Укажите Te f→  и ма-
трицу Af  в базисе f .

а) Ae = −
−

−
−
−













0

1

2

2

6

8

2

4

6

. б) Ae = −
−

−
−
−













1

3

4

2

3

6

2

2

5

.
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в) Ae = −
−
− −
−













2

2

2

1

2

0

4

2

4

. г) Ae =
−

−
−
−













7

2

6

7

1

8

4

2

1

.

9. У оператора A в пространстве E 3 есть базис f , состоящий из соб-
ственных векторов с попарно различными собственными значениями. 
Укажите базис g, для которого ( )A Ag f

∗ = .
а) f f f f= − = ={ ( ; ; ), ( ; ), ( ; ; )}1 2 33 1 1 1 1 2   2; 1    2 .
б) f f f f= − = − ={ ( ; ; ), ( ; ), ( ; )}1 2 31 1 1 1 2   4; 2   0; 2 .
10. В евклидовом пространстве E 2 векторы f1 и f2 заданы своими ко-

ординатами в стандартном базисе e. Является ли ортогональным оператор 
A, мат рица которого в базисе f f f= { , }1 2  равна Af ?

а) f f1 21 1 1 1= = −( ; ), ( ; ), Af =
−









3 5 4 5

4 5 3 5

/ /

/ /
.

б) f f1 21 2 0 3= =( ; ), ( ; ), Af =
−









3 5 4 5

4 5 3 5

/ /

/ /
.

в) f f1 21 2 0 3= =( ; ), ( ; ), Af =
− −









1 12 5

4 3 11 5

/

/ /
.

г) f f1 22 3 1 1= − =( ; ), ( ; ), Af =
−









1 2 13

1 11 13

/

/
.

11. Существует ли в E 2 ортогональный оператор U , для которого 
Uf g= ? Векторы f  и g заданы в стандартном базисе e. Если существует, 
то укажите матрицы U e всех таких ортогональных операторов.

а) f g= = −( ; ), ( ; )1 1 1 1 . б) f = ( ; )1 2 , g= ( ; )0 3 .
в) f = ( ; )3 4 , g= ( ; ).0 5

12. В пространстве E 3 все векторы заданы своими координатами в стан-
дартном базисе e. Оператор U  является оператором поворота относительно 
прямой L на угол φ (в какую-нибудь сторону). Укажите матрицу Ue в ба-
зисе e.

а) φ= 90, L= −{( ; ; )}2 1 2 . б) φ= °45 , L L= − −{( ; ; )}1 2 2 .
в) φ= °120 , L L= − −{( ; ; )}2 2 1 . г) φ= °120 , L L= − −{( ; ; )}1 1 2 .
д) φ= −arccos( / )4 5 , L{( ; ; )}1 2 2− .
13. Существует ли в E 3  ортогональный оператор U , для которого 

Uf g1 1 = , Uf g2 2 = ? Векторы f j  и g j заданы в стандартном базисе e.
а) f1 2 1  2( ; ; )− , g1 1 2  2;( ; )− , f2 0  1; 3( ; ), g2 3 1  0;( ; )− .
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б) f1 2 1  2( ; ; )− , g1 1 2  2;( ; )− , f2 0  1; 3( ; ), g2 0 1  3;( ; )− .
в) f1 2 1  3( ; ; )− , g1 3  1; 2( ; )− , f2 0  2; 1( ; ), g2 1  0; 2( ; ).
г) f1 1  2; 2( ; )− , g1 2 1 2;  ( ; )− , f2  1; 3; 0( ), g2 1 3 0;  ( ; )− .
14. В пространстве E n векторы f1 и f2 заданы своими координатами 

в стандартном базисе e. Существует ли ортогональный оператор A E≠α , 
для которого векторы f1 и f2 – собственные? Если существует, то укажите 
матрицы Ae всех таких ортогональных операторов.

а) f f1 21 1 1 1= = −( ; ), ( ; ). б) f f1 21 2 0 3= =( ; ), ( ; ).
в) f f1 22 1 1 1 1 1= = −( ; ; ), ( ; ; ). г) f f1 22 1 1 1 1 1= − = −( ; ; ), ( ; ; ).
15. Приведите пример матрицы в базисе e ортогонального оператора 

в E 3, который переводит прямую L L a1= { } в прямую L L b2 = { }. 
а) a( ; )0 1 1 ; , b( ; ; )1 1 2− − . б) a( ; ; )1 0 1  , b( ; ; )1 1 2−  .
в) a( ; ; )−1 1 0  , b( ; ; )2 1 1 − .
16. Приведите пример матриц в базисе e двух непропорциональных 

ортого нальных операторов в E 2, которые переводят прямую L L a1= { } в пря-
мую L L b2 = { }.

а) L L a1 1 5= −{ ( ; )}, L L b2 2 3= −{ ( ; )}. б) L L a1 1 1= { ( ; )}, L L b2 3 1= −{ ( ; )}.
в) L L a1 2 3= { ( ; )}, L L b2 5 1= −{ ( ; )}. г) L L a1 1 3= { ( ; )}, L L b2 1 1= −{ ( ; )}.
17. Существует ли в E 3 ортогональный оператор U , который перево-

дит прямую L L a1 1= { } в прямую L L b3 1= { }, а прямую L L a2 2= { } в прямую 
L L b4 2= { }? Если да, то укажите его матрицу Ue в стандартном базисе e.

а) a1 2 1( ; ) ; 0 , b1 3 0 1( ; ; ) − , a2 7 1( ; ) ; 0 , b2 4 0 3( ; ; ) − .
б) a1 2 1  2( ; ; )− , b1 2 1  2;( ; )− , a2 0  1; 3( ; ), b2 3  1; 0( ; )− .
в) a1 1 1 1( ; )−  ; , b1 1 1 2( ; ; )− − , a2 1 1( ; ) ; 0 , b2 1 1 1( ; )− ; .
18. Ортогональный оператор в E n задан своей матрицей в стандарт-

ном базисе e. Укажите канонический вид матрицы этого ортогональ-
ного оператора и соот ветствующий канонический ортонормированный 
базис.

а) Ae = ⋅
−
−

−









1
25

7

24

24

7
. б) Ae =

−











0

0

1

0

1

0

1

0

0

.

в) Ae = ⋅
−
−
−

−













1
3

1

2

2

2

1

2

2

2

1

. г) Ae = −

                 

   0          0    

     

3
5

4
50 0

0

3
5

4
5

4
5           

   0       0     

3
5 0

4
5

3
5−













. 
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д) U e = ⋅
− −
−













1
3

1

2

1

2  2  

1     2  

2          2

. 

19. Линейный оператор A в пространстве R3 задан матрицей Ae в стан-
дартном базисе e. Можно ли так задать скалярное произведение в этом 
пространстве, чтобы в полученном евклидовом пространстве оператор 
A был ортогональ ным? Если такое возможно, то укажите матрицу Грама 
этого скалярного произведения в базисе e.

а) Ae =
−

−
−













2

0

1

3

1

3

0

0

1

. б) Ae =
−

−
−
−













1

0

2

2

1

2

0

0

1

.

в) Ae =
−

−
−
−













1

0

2

2

1

3

0

0

1

. г) Ae =
−

−

−













2

1

2

1

0

0

1

1

1

. 

20. Представьте матрицу A в виде произведения A S U= ⋅  положительно 
опре деленной симметричной матрицы S на ортогональную матрицу U .

а) A= ⋅
−









1
5

2

6

6

7
. б) A= ⋅

−











1
5

13

11

9

2
.

в) A=
− −











1

2

3

1
. г) A= ⋅

−

− −













1
3

1

0

1

5

3

4

1

3

1

.

21. Представьте матрицу A в виде произведения A U S= ⋅  ортогональ-
ной матрицы U  на положительно определенную симметричную матрицу S.

а) A= ⋅
−









1
5

2

6

6

7
. б) A=

−
−











1

3

2

1
.

в) A= ⋅
−









1
5

2

14

7

26
. г) A= ⋅ −

−
−
−













1
3

5

1

1

4

1

1

1

4

1

.

Дополнительные задачи

22. В евклидовом пространстве E 3  в стандартном базисе e подпро-
странство L задано уравнением L x x x: { 1 2 3 0+ + = . Приведите пример ор-
тогонального оператора U , для которого подпространство L было бы ин-
вариантным.

144 XX. Самосопряженные и ортогональные операторы 



23. В пространстве E 3 все векторы заданы своими координатами в стан-
дартном базисе e. Существует ли ортогональный оператор U , для которого 
Ua b= , где a( ; ; )3 2 2 , b( ; ; )4 0 1 , а подпространство L L b b= −{ }1 21 1 2 2 1 1( ; ; ), ( ; ; )  
инвари антное? Если да, то приведите пример матрицы U e.

24. Известно, что для квадратных матриц выполнено равенство AB C=  
и при этом матрицы B  и C  ортогональные. Можно ли утверждать, что ма-
трица А тоже ортогональная?

25. Известно, что для квадратных матриц выполнено равенство AB C=  
и при этом матрицы B  и C  невырожденные симметрические. Можно 
ли утвер ждать, что матрица A тоже симметрическая?

26. Докажите, что если определитель матрицы ортогонального опера-
тора в пяти мерном пространстве положителен, то у него существует соб-
ственный вектор с собственным значением 1.

27. Существует ли в R2 самосопряженный ортогональный нескалярный 
опера тор? Если нет, обоснуйте, если да, приведите пример.

Ответы на типовые задачи

1. а) Например, Ae =− ⋅
−









1
5

3

4

4

3
.

 б) Например, Ae = ⋅
−
−









1
13

22

6

6

17
.

  в) Не существует.

 г) Например, Ae = ⋅
− − −
− −
− −











1
6

4

4

7 5

5      7

   2      4

      4   


.

 д) Например, Ae = ⋅
−

−





1
3

1

   5     1   1

   1     5      1

     1      5








.

 е) Например, Ae = ⋅
−
−

−









1
29

71

40

40

13
.

 ж) Например, Ae = ⋅ −
− −





1
9

16 1

14      14      2

14        5  16

  2       








.

2. а) Например, Ae =









0

1

1

0
. б) Не существует. 
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 в) Например, Ae = ⋅
−

−






1
3

2

2 2

   1     2   

   2     1     2

          1







.

 г) Например, Ae = ⋅ −
− −











1
7

3 2

3      2      6

2      6   3

6      


. 

 д) Ae = ⋅
+
−
−

−
+

− +

−
− +
+





1
3

2

2

2

α β
α β
α β

α β
α β
α β

α β
α β
α β








, где α β≠ .

3. а) Например, Ae =
−

− −
−











   1        

1     2   1

   1        2

1 1

1


. 

 б) Например, Ae = −
−













0     0     

0     1   1

1        1

1

1 
 или Ae = −

−













1     0     

0     1   1

0        2

0

1 
. 

4. а)  Является.       б)  Не является.       в)  Является. 

5. а) Ae = ⋅










1
9

16

13

53

38
. б) Ae = − −









/

45

101 3

63

47
.

6. а) Матрица B1, Ae = ⋅ −
−

−
−
−













1
3

6

9

6

3

6

12

2

5

9

.

 б) Матрица B1, Ae = ⋅
−
−
−

−









1
3

6

3

3

15

5

7

24

7

19

.

 в) Матрица B2, Ae =
−

−
−
−











49

6

19

52

6

19

107

13

42


.

 г) Матрица B2, Ae = −
−

−
−
−







8

5

21

26

11

68

8

4

21


.
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7. a) Например, Be =













5        7

    2    0

   0   11

1

1

7

. б) Например, Be =













6        6

    6    2

    2   11

5

5

6

.

 в) Не может. г) Не может.

 д) Например, Be =
−

− −
−












   2       1

     3  1

   1        1

2

2

1


. е) Например, Be =

−
−












   2      1

     2    0

   1     0    1

1

1 
.

 ж) Например, Be =













2        0

    5    7

   7   11

1

1

0

.

8. а) Например, Te f→ =













0

1

1

1

0

0

0

1

2

, Af =
− −













2

0

0

0

0

1

0

2

2

.

 б) Например, Te f→ = −













0

1

1

1

0

1

2

1

0

, Af =
−

−













1

0

0

0

1

1

0

2

3

.

 в) Например, Te f→ =
−













1

0

1

1

0

0

0

1

1

, Af =
−

− −













2

0

0

0

2

2

0

5

4

.

 г) Например, Te f→ =
−

−











3

2

1

3

2

0

1

0

2

, Af =
−













1

0

0

0

2

1

0

1

2

.

9. а) g g g g= − − = − = − −{ ( ; ; ), ( ; ), ( ; ; )}1 2 33 1 1 1 1 5 1  1;   7 . 
 б) g f g g= − = − = −{ ( ; ; ), ( ; ), ( ; )}1 2 32 1 1 2 1 10 3   0;   4; .

10. а)  Является.   б)  Не является.   в)  Является.   г)  Является. 

11. а) U e = −











1

0

0

1
 или U e = −











0

1

1

0
.

 б) Не существует.
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 в) U e = ⋅
−









1
5

4

3

3

4
 или U e = ⋅

−









1
5

4

3

3

4
. 

12. а) Например, U e = ⋅
− −

− −








1
9

4 7

8

   4    

   8      1     4

1        4


.

 б) Например, U e = ⋅

+

− −

− +

− +

+

−

−
1

9 2

2 8

2 2 4

2 2 8

2 2 8

4 2 5

4 2 1

2 2−−

−

+













4

4 2 7

4 2 5

.

 в) Например, U e = ⋅ −

− −

− −

− +

−

+
1
6

1

3 4

2 3 2

3 4

1

2 3 2

2 3 2

2 3 2

−











2

.

 г) Например, U e = ⋅

−

− −

−

−
−

+

− −

− +







1
4

1

2 2 1

2 2

2 2 1

1

2 2

2 2

2 2

2







.

 д) U e = ⋅
− −

−
−











1
5

4

5

3

3       0

   0     0  

   4       0


 или U e = ⋅

−
− −
−











1
5

3

5

3     0     4

4     0  

   0       0


.

13. а) Например, U e = ⋅
−





1
65

  0    39     52

65      0       0

  0    52  39








.

 б) Не существует.

 в) Например, U e = ⋅
− −

−
1

69

54 3918       

   66      9   18

     9    42      554












.

 г) Например, U e = ⋅ −
1

65
39

  0        0     65

52         0

39      52      0












.

14. а) U e =±









0

1

1

0
. б) Не существует.
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 в) U e =± ⋅
−
−
−













1
7

3

2

6

2

6

3

6

3

2

.  г) U e =±
−
−













1

0

0

0

0

1

0

1

0

, 

  U e =± ⋅
−
−
−

−
−
−













1
3

1

2

2

2

2

1

2

1

2

 или U e =± ⋅
−

−











1
3

1

2

2

2

1

2

2

2

1

. 

15. а) Например, U e = ⋅ −

− +

− −
−

+

−
−







1

2 3

2

2

2

3 1

3 1

2

3 1

3 1

2







.

 б) Например, U e = ⋅

+

− −
−

− +

− −







1

2 3

3 1

3 1

2

2

2

2

3 1

3 1

2







.

 в) Например, U e = ⋅

−

−

+

+

−

−











1

2 3

2

3 1

3 1

2

3 1

3 1

2

2

2



.

16. а) U1

1

13 2

17
= ⋅

−









   7

 7    17
, U 2

1

2

1 1
= ⋅

− −
−











   

1      1
.

 б) U1

1

5 2
= ⋅

−











   1    2

    1
, U 2

1

5 1 2
= ⋅

−











2     1

  
.

 в) U1

1

13 2

7 1
= ⋅

− −
−











  7

 17   7
, U 2

1

2

1 1
= ⋅

− −
−











   

1      1
.

 г) U1

1

5 2
= ⋅

−









1  2

     1
, U 2

1

5

1

1 2
= ⋅

−











2      

   
.

17. а) Например, U e = ⋅
−













1

2

1

0

1

1

0

1

0

2

0

.

 б) Не существует.
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 в) Например, U e = ⋅

− +

+ −

+

+

− −

− +

1

6 6

6 2 3 6

6 2 3 6

2 3 6

3 3 6

3 3 6

6 3 6

6 2 2 3

6 2 2 3

4 3

+

−

−













.

18. а) Af = −











1

0

0

1
, f f f= −


























1 2

3
5

4
5

4
5

3
5

; , ; .

 б) Af = −













1

0

0

0

0

1

0

1

0

, f f f f= ( ) ( ) ( ){ }1 2 30 1 0 1 0 1 0 0 1; ; , ; ; , ; ; . 

 в) Af =

−

−

1 0 0

0

0

1
3

2 2
3

2 2
3

               

             

              1
3












,

  f1 0( ; ) ;1
2

1
2

− , f2( ; ; )1
3

1
3

1
3

  , f3( ; )− 2
6

1
6

1
6

 ; . 

 г) Af =
−
         0    

          

      0       

3
5

4
5

3
5

0

0 0

0

4
5

3
5

4
5

    0   0     −











4
5

3
5

,

  f f f f f= ( ) ( ) ( )1 2 3 41 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0; ; ; , ; ; ; , ; ; ; , ; ; ;11( ){ }.

 д) U f =

−












1     0      0

0         

0     

1
2

1
2

3
2

3
2


,

 f1
1

3
1

3
1

3
( ; ; )−  , f2

1
2

1
2

0( ; ; )  , f3
1

6
1

6
2

6
( ; ; )− − .

19. а) Нельзя. б) Например, G =
−

− −
−












   2  2     1

2       

   1        1

3 1

1

.

 в) Нельзя. г) Например, G =
−

−











   2  1     1

1          0

   1     0     1

2

.

20. а) S = ⋅
−
−









1
5

6

2

2

9
, U = ⋅

−









1
5

3

4

4

3
.
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 б) S = ⋅
−
−









1
5

3

1

1

2
, U = ⋅

−











1
5

3

4

4

3
. 

 в) S =
−
−









3

1

1

2
, U =

−











0

1

1

0
.

 г) S =
−

−











1

1

1

1

1

0

1

0

1

, U = ⋅ −
−













1
3

2

2

1

2

1

2

1

2

2

. 

21. а) U = ⋅
−









1
5

3

4

4

3
, S = ⋅










1
5

6

2

2

9
.

 б) U =
−











0

1

1

0
, S =

−
−









3

1

1

2
. 

 в) U = ⋅
−









1
5

4

3

3

4
, S =










2

2

2

5
.

 г) S =
−













1

1

1

1

1

0

1

0

1

, U = ⋅ −
−













1
3

2

2

1

2

1

2

1

2

2

. 
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22. Например, U e = ⋅
− −

− −
− −











1
3

2

2

2 2

   1  2   

     1   2

       1


.

23. Например, U e = ⋅ − −
−













1
3

2

1 2

2

     2     1

2    

1       2

.

24. Можно.
25. В общем случае этого утверждать нельзя.
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XXI.  БИЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ  
В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Определения и формулы

Между линейными операторами и билинейными формами в евклидо-
вом про странстве V существует взаимно однозначное соответствие, зада-
ваемое форму лой B(x, у) = (x, Aу).

Билинейная форма B(x,у) симметричная тогда и только тогда, когда 
оператор A самосопряженный.

Для каждой симметричной билинейной формы B(x, у) в евклидовом 
прост ранстве, заданной матрицей B в ортонормированном базисе f, су-
ществует орто нормированный канонический базис g, в котором матрица 
билинейной формы диагональная. Еe диагональными элементами слу-
жат собственные зна чения сим метричной матрицы B. Матрица перехода 
Tf g→  ортогональная.

Две симметричные матрицы могут быть матрицами одной и той же ква-
дратичной формы в двух ортонормированных базисах тогда и только тогда, 
когда их характеристические многочлены совпадают.

След матрицы билинейной формы и ее определитель одинаковы у ма-
триц симметричной билинейной формы во всех ортонормированных ба-
зисах.

Симметричная билинейная форма положительно (отрицательно) опре-
делена тогда и только тогда, когда все собственные значения соответст-
вующего самосопряженного оператора положительные (отрицательные).

Пусть заданы две симметричные билинейные формы B1(x, у) и B2(x, у) 
в линейном пространстве без скалярного произведения, причем форма 
B1(x, у) положительно определена. Тогда существует такой базис f, в ко-
тором матрица B1 f = E, а матрица B2 f диагональная.

Как следствие, если заданы две симметричные матрицы B1 и B2, при-
чем матрица B1 положительно определена, то существует такая матрица 
T, что TTB1T = E, а матрица TTB2T диагональная.

Примеры решения задач

Пример 1. Квадратичную форму Q x x x x( )= +3 41
2

1 2 приведите ортого-
нальным преобразованием к каноническому виду. Выпишите матрицу пе-



рехода к новому базису. Выразите новые координаты через старые и ста-
рые через новые.

Решение. Следует рассмотреть самосопряженный оператор A с ма-
трицей

A Qe e= =










3   2

2   0
.

Его собственные значения равны λ1 1=−  и λ2 4= . Соответствующие 
собствен ные векторы f1= −(1; 2) и f2 = (2; 1). Собственные векторы са-
мосопряженного оператора с разными собственными значениями орто-
гональные. Базис из собст венных векторов сделаем ортонормированным. 
Для этого нормируем векторы f1 и f2 так, чтобы их длины стали равны 
единице:

g
f
f1
1

1

= = −








| |

1

5
; 

2

5
, g f

f2
2

2

= =








| |

2

5
; 

1

5
.

Соответствующая матрица перехода

U Te g= = ⋅
−









→

1

5

   1   2

2   1

будет ортогональной, то есть U UT = −1. Из условия A Be e=  следует

B U B U U A U Ag
T

e e g= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = =
−









−1 1 0

0 4

    

      
.

Значит, в базисе g квадратичная форма будет иметь канонический вид

Q y y y( )=− +1
2

2
24 .

Старые координаты выражаются через новые формулой

X T Y U Y Ye e g g g g= ⋅ = ⋅ = ⋅
−









⋅→

1

5

   1   2

2   1
.

Новые координаты выражаются через старые формулой

Y T X U X Xg e
T

e ee g
= ⋅ = ⋅ = ⋅

−







⋅→

−1 1

5

1  2

2     1
.

Пример 2. Квадратичную форму

Q x x x x x x x x x x( )= − + + + +1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 35 4 2 4

приведите ортогональным преобразованием к каноническому виду. Вы-
разите новые координаты через старые и старые через новые.
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Решение. Рассмотрим самосопряженный оператор A с той же матрицей

A Qe e= = −












1      2     

2       2

      2     1

1

5

1


. 

Его характеристическое уравнение χ λ λ λ λ( )=− − + =3 23 18 0, собствен-
ные значения λ1 0= , λ2 3= , λ3 6=− . Соответствующие собственные век-
торы составляют ортогональный базис:

f1= −( 1; 0; 1), f2 = (2; 1; 2), f3 4= −(1;  1); .
Нормируем базисные векторы так, чтобы их длины стали равны единице:

g
f
f1
1

1 2

1

2
= = −









| |

1
; 0; , g f

f2
2

2 3 3
= =







| |

;
2

;  
1
3

  
2 ,

g
f
f3
3

3 3 2 3 2

1

3 2
= = −









| |

;
1

; 
4

  . 

Соответствующая матрица перехода ортогональная (то есть U UT = −1) :

U Te g= = ⋅

−

−

−
→

1

3 2

3     2 2       1

   0     2     4

3     2 2       11













.

В ортонормированном базисе g верно A Be e= , то есть квадратичная 
форма будет иметь канонический вид Q y y y( )= −3 62

2
3
2. Согласно общей 

формуле 
X T Y U Ye e g g g= ⋅ = ⋅→ , Y T X U Xg e

T
ee g

= ⋅ = ⋅
→

−1 .

Пример 3. Квадратичную форму 
Q x x x x x x x x x x( )= + + + + +1

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 34 4 4

приведите ортогональным преобразованием к каноническому виду. Вы-
разите старые координаты через новые.

Решение. Рассмотрим самосопряженный оператор A с матрицей

A Qe e= =













1    2    2

2    1    2

2    2    1

.

Его характеристическое уравнение
χ λ λ λ λ( )=− + − + =3 23 9 5 0,

корни λ1 5=  (кратности 1) и λ=−1 (кратности 2).
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Собственный вектор для λ1 5=  равен f1= (1; 1; 1).
Для λ2 1=−  собственные векторы являются решениями уравнения 

{2 2 2 01 2 3x x x+ + = . Для нашей задачи особенность собственного значе-
ния, крат ность которого больше единицы, в том, что ФНР данного урав-
нения надо выби рать из двух ортогональных векторов.

Положим f2 1= −(1;  0); . Тогда третий век тор будет решением СЛАУ 
x x x

x x
1 2 3

1 2

0

0

+ + =

− =





           
, откуда f3 = −(1; 1; 2).

Нормируем базисные векторы:

g
f

1
1

3 3 3

1

3
= =











1
; 

1
 ; , g f

2
2

2 2 2
= = −











1
; 

1
 0; ,

g
f

3
3

6 6 6
= = −











1
; 

1

6
 

2
; .

Соответствующая матрица перехода ортогональная:

Te g→ = ⋅ −

−





1

6
2

2      3       1 

2    3       1

2        0     









.

В ортонормированном базисе g верно A Bg g= , поэтому канонический 
вид квадратичной формы Q y y y y( )= − −5 1

2
2
2

3
2. Выражение старых коорди-

нат через новые следует из формулы X T Ye e g g= ⋅→ :

x y y y1 1 2 3

1

3

1

2

1

6
= ⋅ + ⋅ + ⋅ ,

x y y y2 1 2 3

1

3

1

2

1

6
= ⋅ − ⋅ + ⋅ ,

x y y3 1 3

1

3

2

6
= ⋅ − ⋅ . 

Пример 4. Квадратичная форма Q x( ) задана своей матрицей в стандарт-
ном ортонормированном базисе e e e e e e e= { , , , , , }1 2 3 4 5 6 : 

Be =

3    2    0    0     0    0

    0    0    0     0    0

0

2

     0    0    2     0    0

0    0    2    0     0    0

0     0    0    0  1     1

0    0    0    0     1  1

−
−













.
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Найдите орто нормированный базис, в котором матрица квадратич-
ной формы имеет диагональ ный вид. Укажите матрицу перехода к этому 
базису.

Решение. Рассмотрим самосопряженный оператор A с матрицей A Be e= . 
Анализ матрицы показывает, что векторы Ae1 и Ae2 выражаются через e1 
и e2, векторыAe3 и Ae4 выражаются через e3 и e4, векторыAe5 и Ae6 выража-
ются через e5 и e6. Значит, пространство E 6 разлагается в сумму трех ин-
вариантных двумерных подпространств

L e e{ , }1 2 , L e e{ , }3 4  и L e e{ , }5 6 ,

которые являются попар но ортогональными. Из этого вытекает, что в каж-
дом из трех подпространств надо найти пару ортогональных собственных 
векторов.

Задача свелась к трем зада чам, разобранным в Примере 1:

(1) для клетки B1=










3   2

2   0
 собственные значения λ1 1=− , λ2 4= , а ортого-

нальная матрица перехода U1

1

5
= ⋅

−











   1   2

2   1
 ;

(2) для клетки B2 =










0   2

2   0
 собствен ные значения λ1 2= , λ2 2=− , ортого-

нальная матрица перехода U 2

1

2
= ⋅

−











1     1

1  1
;

(3) для клетки B3

1

1
=
−

−











      1

   1   
 собственные значения λ1 0= , λ2 2=− , 

ортого наль ная матрица перехода U3

1

2
= ⋅

−











1     1

1  1
. 

В итоге канонический вид квадратичной формы

Q y y y y y y y( )=− + + − + ⋅ −1
2

2
2

3
2

4
2

5
2

6
24 2 2 0 2 .

Ортогональную матрицу перехода удобно изобразить в виде трехмер-
ной блочной матрицы третьего порядка:

T Ue f→ = =







U    0      0

0      U    0

0      0     U

1

2

3






.

Пример 5. Покажите, что матрицы A=










12   4

  4   3
 и B=

−
−











 13  

    5

3

3
 могут за-

давать одну квадратичную форму в двух разных ортонормированных ба-
зисах, и укажите матрицу перехода между этими базисами.

Решение. Две симметричные матрицы могут быть матрицами одной 
и той же квадратичной формы в двух ортонормированных базисах тогда 
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и только тогда, когда их характеристические многочлены совпадают. 
Это условие выполняется: характеристические многочлены обеих ма-
триц равны

χ λ λ λ( )= − +2 18 56.

Соб ственные значения обеих матриц λ1 14=  и λ2 4= .
Наметим алгоритм построения матрицы перехода. Пусть A и B  – ма-

трицы квадратичной формы в базисах e и f . В некотором базисе g ее ма-

трица имеет диагональный вид C =










14   0

  0   4
. Найдем ортогональные ма-

трицы перехода от базисов e и f  к базису g (по образцу Примера 1). По-

лучим Te g→ = ⋅
−









1

5

1

1

2  

     2
, Tf g→ = ⋅

−









1

10

1

1

3  

     3
. Тогда матрица перехода 

от базиса e к базису f  тоже орто гональная: 

T T T T Te f e g g f e g f g→ → → → →
−= = = ⋅

−







⋅ ⋅1 1

5

1

1

1

10

2  

     2

    3    

    3

7  

     7

1

1

1

50

1

1−









= ⋅

−







.

Пример 6. В пространстве R2 заданы две квадратичные формы

Q x x x x x1 1
2

1 2 2
25 4 4( )= − +  и Q x x x x x2 1

2
1 2 2

22 16 8( )=− + + .

Найдите замену переменных, после которой обе формы одновременно 
приводятся к диагональному виду.

Решение. Обозначим исходный канонический базис через e. Проверка 
показывает, что квадратичная форма Q x1( ) положительно определена:

Q x x x x x x x x1 1
2

1 2 2
2

1
2

1 2
25 4 4 2 2( ) ( ) ( )= − + = + − .

Следовательно, можно задать скалярное произведение в базисе e ма-
трицей 

B Q e= =
−

−









1

5 2       

2      4
. 

Выполним замену переменных 

y x

y x x
1 1

2 1 2

2

2

=

= −






 или 
x

y

x
y y

1
1

2
1 2

2
4

2
4

=

=
−










, Te f→ = ⋅
−











1
4

2

1 2

     0

  
.

Этой замене соответствует базис f f f= −{ ( ; ), ( ; )}1
1

2
1

4 2
1

20  . В базисе f  
выражение для первой формы Q y y y1 1

2
2
2( )= + . Это означает, что базис f
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ортонормирован ный. Квадратичная форма Q x2( ) в базисе f  записыва-
ется выражением 

Q y
y y y y y y

y y y y2
1
2

1 1 2 1 2
2

1
2

1 2 2
22

4
16 2

8
8 2

16
2 6 2( )

( ) ( )
=
−

+
−

+
−

= − + .

Согласно теории, существует ортонормированный базис g, в котором 
форма Q y2( ) приводится к диагональному виду. В этом ортонормирован-
ном базисе ма трица формы Q1 будет единичной. Матрица перехода Tf g→  
будет ортогональной.

Для построения Tf g→  найдем собственные значения и собственные век-
торы (с координатами в базисе f ) вспомогательного самосопряженного 

оператора с матрицей A Qf f= =
−

−









2

2 3      

3      2
. Собственные значения λ1 5= , 

λ2 1=− . Собствен ные векторы (с учетом нормировки)

g1

1

2

1

2
= −








; , g2

1

2

1
=








; 

2
.

В базисе g имеем
Q z z1 1

2
2
2= + , Q z z2 1

2
2
25= − .

Ортогональная матрица перехода от базиса f  к базису g равна

Tf g→ = ⋅
−











1

2

1 1

1 1

     

  
. 

Окончательно матрица перехода от базиса e к базису g равна

T T Te g e f f g→ → →= = ⋅
−









⋅ ⋅

−




1
4

2

1 2

1

2

1 1

1 1

    0

  

     

  





= ⋅

−











1

4 2

2

3 1

    2

  
.

Замена переменных определяется формулой X T Ze e g g= ⋅→ , то есть

x
z z

x
z z

1
1 2

2
1 2

2 2

3

4 2
=
+

=
−

,  .

Типовые задачи

1. Квадратичную форму Q x( ) приведите к каноническому виду ортого-
нальным преобразованием. Запишите выражение новых координат через 
старые и старых координат через новые.

а) Q x x x x x x x x x x( )=− − − + + +2 3 2 4 2 41
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 3. 
б) Q x x x x x x x x x x( )= + + + − −2 2 5 2 4 41

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3. 
в) Q x x x x x x x x x x( )=− − + − − +3 6 2 4 12 61

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
г) Q x x x x x x x x x x( )= + + + + +2 2 3 6 4 41

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3. 
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Дополнительно.
д) Q x x x x x x x x x x( )= + + + − −4 3 4 4 2 41

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3.
е) Q x x x x x x x x x x( )= + + + + −8 11 11 4 4 21

2
2
2

3
2

1 2 1 3 2 3. 
2. Заданы четыре матрицы A, B, C  и D. Укажите наборы из тех матриц, 

которые могут задавать одну квадратичную форму:
(1) в двух разных базисах;
(2) в двух разных ортонормированных базисах.

 а) A=










5

1

   1

   1
, B=











3

4

   4

   3
, C =











2

2

   2

   4
, D=











2

2

   2

   3
.

 б) A=










2

1

   1

   3
, B=










1

1

   1

   7
, C =











6

4

   4

   2
, D=











5

3

   3

   3
.

 в) A=










4

5

   5

   4
, B=











4

4

   4

   2
, C =

−
− −











  7   1

   11
, D=











7

4

   4

   1
.

 г) A=
−
−

− −













6 6 9

6 9 6

9 6 3

, B=
− −

− −
−













17 3 9

3 2 2

9 2 4

,

 C =
− −

− −
− −













6 4 2

4 6 4

2 4 6

, D=
− − −
− −
− −













3 4 2

4 19 3

2 3 2

.

3. Заданы три матрицы A, B  и C . Укажите все такие пары матриц, ко-
торые могут задавать одну квадратичную форму в двух разных ортонор-
мированных базисах, указав матрицу перехода между соответствующими 
базисами.

а) A=










6

2

   2

   3
, B=

−
−











     

    3

6 2

2
, C =











5

3

   3

   4
.

б) A=










9

3

   3

   1
, B=











16

4

   4

     1
, C =











8

4

   4

   2
.

в) A=
−











5

3

     3

  3
, B=

−











4     4

  4 2
, C =











1

5

   5

   1
.

г) A=
−

−











     

       1

17 15

15
, B=

−











24     8

  8  6
, C =











13   17

17    5
.

4. Одновременно приведите к каноническому виду невырожденным 
линейным преобразованием координат две квадратичные формы. Запи-
шите канонический вид квадратичных форм и матрицу перехода к кано-
ническому базису.
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а) Q x x x x1 1
2

2
2

1 28 15 8= − + , Q x x x x2 1
2

2
2

1 25 4= + + . 
б) Q x x x x1 1

2
2
2

1 24 35 8= − + , Q x x x x2 1
2

2
2

1 25 4= + − . 
в) Q x x x x1 1

2
2
2

1 217 8= + − , Q x x x x2 1
2

2
2

1 25 18 16= − − . 
г) Q x x x x1 1

2
2
2

1 217 8= + − , Q x x x x2 1
2

2
2

1 255 2 8=− + + . 

Ответы на типовые задачи

1. а) Q y y y y( )=− − +3 51
2

2
2

3
2, 

  Te f→ = −

−

            

    0        

         

1
6

1
3

1
3

1
6

1
3

1
2

2
6

1
2









= ⋅ −
1

6
2

   3     1     2

    0        22

3     1    2−













. 

 б) Q y y y y( )= + +1
2

2
2

3
27 ,

  Te f→ = −

              

            

     0      

1
3

1
6

1
6

1
3

1
2

1
2

1
3

    

   3     2       1

3    2  

2
6

−













= ⋅ −
1

6
      1

     0     2    2−













.

 в) Q y y y y( )= − −7 7 71
2

2
2

3
2,

  Te f→ =

−

−

2
14

4
42

5
42

3
14

            

            

        

1
3

1
14

1
3

        

3     4      14

 

1 1
342

1

42

2











= ⋅

−

    3      5   14

   3 3     1      14

−













.

 г) Q y y y y( )=− + +1
2

2
2

3
27 ,

  Te f→ = −

−

              

           

    0       

1
6

1
3

1
3

2
6

1
2

1
2

1
6

    

   3      1     2

3     1

 1
3













= ⋅ −
1

6
      2

     0   2    2−













.

 д) Q y y y y( )= + +3 71
2

2
2

3
2,

  Te f→ =

−

−

 1
2

2
6

1
2

         

 0              

         

1
6

1
3

1
3

1
6

1
3









= ⋅

−
1

6
2

3   1      2

  0            2

3       1   2−













.

 е) Q y y y y( )= + +6 12 121
2

2
2

3
2,

  Te f→ =

−

−

2
6

1
2

1
6 2

        0      

              

        

1
3

1
6

1
3

1     

       0     2

   1     

1
3













= ⋅

−
1

6

2

33    2

   1   3     2−













.
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2. а) (1) A, C  и D; (2) A и C .
 б) (1) A, B  и D; (2) B  и D .
 в) (1) A, B, C  и D; (2) A и D, B  и C .
 г) (1) A, C  и D; (2) A и D .

3. а) A и B, Te f→ = −











1

0 1

     0

  
. 

 б) A и C , Te f→ = ⋅
−









1

5 2

7 1

1

  

     7
. 

 в) A и B, Te f→ = ⋅
−











1

5 2

1

1

   7    

    7
;

  A и C , Te f→ = ⋅
−











1

5

1

1

   2    

    2
;

  B  и C , Te f→ = ⋅
−











1

10

1

1

   3    

    3
.

 г) A и B,  Te f→ = ⋅
−











1

2

1

1

   1    

    1
. 

4. а) Q y y y1 1
2

2
217 8( )= − , Q y y y2 1

2
2
2( )= + , Te g→ = ⋅

−
−











1
5

10

3

   5

    4
.

 б) Q y y y1 1
2

2
213 12( )= − , Q y y y2 1

2
2
2( )= + , Te g→ = ⋅

−
−











1
5

10 5   

  3   4
. 

 в) Q y y y1 1
2

2
2( )= + , Q y y y2 1

2
2
214 11( )= − , Te g→ = ⋅

−
−











1
5

16 13   

  3    4
.

 г) Q y y y1 1
2

2
2( )= + , Q y y y2 1

2
2
218 7( )= − , Te g→ = ⋅

−
−











1
5

3

19 8

  4    

    
. 
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